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INTRODUCTION. 



Les Mathématiques, considérées indépendamment de leurs ap- 
plications, se divisent en deux branches distinctes, qui se prêtent 
un mutuel secours, Y Analyse et la Géométrie. C'est des recherches 
qui ont pour objet spécial cette seconde partie, la Géométrie, ou 
qui incidemment ont contribué à ses progrès, que nous avons à 
présenter un exposé. \ 

Le sujet est vaste; car si, d'une part, la Géométrie a pour objet 
général l'étude des figures, c'est-à-dire dès lignes et des surfaces 
déterminées a priori par certaines lois; d'autre part, ces lignes 
et ces surfaces interviennent d'une manière utile et même né- 
cessaire dans les questions de Mécanique et de Physique mathé- 
matique, et même aussi quelquefois dans les questions d'Analyse 
pure. Il nous faudra donc, non-seulement scruter les travaux de 
Géométrie pi'oprement dite, mais encore rechercher dans les ou- 
vrages et les nombreux mémoires publiés sur les différentes bran- 
ches des Mathématiques les résultats partiels qui constituent un 
progrès dans la théorie des courbes et des surfaces, et en général 
dans quelque partie de la Géométrie. C'est ainsi que les noms de 
nos confrères MM. Cli. Dupin, Lamé, Duhamel, Lion ville, Delau- 



•nr 



RAPPORT 



SUR 



LES PROGRÈS DE LA GÉOMÉTRIE 



EN FRANCE. 



INTRODUCTION. 



Les Mathématiques, considérées indépendamment de leurs ap- 
plications, se divisent en deux branches distinctes, qui se prêtent 
un mutuel secours, Y Analyse et la Géométrie. C'est des recherches 
qui ont pour objet spécial cette seconde partie, la Géométrie, ou 
qui incidemment ont contribué à ses progrès, que nous avons à 
présenter un exposé. \ 

Le sujet est vaste; car si, d'une part, la. Géométrie a pour objet 
général l'étude des figures, c'est-à-dire des lignes et des surfaces 
déterminées a priori par certaines lois; d'autre part, ces lignes 
et ces surfaces interviennent d'une manière utile et même né- 
cessaire dans les questions de Mécanique et de Physique mathé- 
matique, et môme aussi quelquefois dans les questions d'Analyse 
pure. Il nous faudra donc, non-seulement scruter les travaux de 
Géométrie pi'oprement dite, mais encore recliercher dans les ou- 
vrages et les nombreux mémoires publiés sur les différentes bran- 
ches des Mathématiques les résultats partiels qui constituent un 
progrès dans la théorie des courbes et des surfaces, et en général 
dans quelque partie de la Géométrie. C'est ainsi que les noms de 
nos confrères MM. Ch. Dupin, Lamé, Duhamel, Liouvillo, Delau- 



^ 



RAPPORT SUR LES PROGRÈS 



nay, Bertrand, Hermite, Serret, Ossian Bonnet, de Saint- Venant, 
dont les travaux, pour la plupart, ont pour objet principal l'étude 
des théories analytiques et de leur application à la Physique, à 
l'Astronomie, à la Mécanique, se présenteront naturellement dans 
le travail qui nous est confié, sans que d'ailleurs nous ayons la 
pensée de faire connaître complètement les projjrès dont les sciences 
mathématiques leur sont redevables, et qui assurent leur place 
parmi les chefs et les représentants du mouvement scientifique 
général de notre temps. 



II. — Point de départ dl présent rapport. 

La Géométrie, cette partie primordiale, cette base des Mathé- 
matiques, présente, de nos jours, au point de vue de la inétiiodc, 
deux directions différentes, qui prennent leur point de départ 
principalement dans les ouvrages de Monge et de Carnol: dans le 
traité de Y Application de F Analyse à la Géométrie et la Géométrie des- 
criptivey de Monge; et dans la Géométrie de position et la Théorie des 
transversales y de Carnot. 

Il nous faut donc remonter, dans notre exposé, jusqu'à ces im- 
portants ouvrages et à ceux qu'ils ont inspirés aussitôt. 

C'est dans l'Ecole Polytechnique, presque à sa naissance, que 
ceux-ci se sont produits. C'est que, en effet, l'enseignement théo- 
rique et profond qui a été la base de la première et judicieuse 
organisation de ce grand établissement était éminemment favo- 
rable aux progrès de la science, en môme temps qu'il préparait 
sérieusement les élèves à l'entrée dans les Ecoles d!application^^\ 



^'^ Depuis, on q cru pouvoir s'ëcarter 
de ces principes, en restreignant l'ensei- 
gnement théonque, pour introduire des 
matièresqui auraient dA rester du ressort 
des diverses ëcoles d'application. Ce n est 
pas seulement la force des études dans 
Tëlablissement . et la haute capacité des 



ingénieurs des services publics, qui souf- 
friront de cet abaissement des études 
théoriques et de leur association anticipée 
avec la pratique; ce sera aussi et surtout 
l'avenir, dans notre pays , des sciences pro- 
prement dites, particulièrement des Ma- 
thématiques, qui ont dû leurs progrès et 
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Ces ouvrages des premières années du siècle, étant la base des 
recherches multiples dont nous avons à rendre compte , nous nous 
trouvons obligé de doubler l'intervalle de vingt-cinq à trente 
années qui nous était assigné d'abord, pour suivre la chaîne non 
interrompue des progrès qui se sont succédé jusqu'à nos jours. 

III. — Sur les ouvrages de Monge et de Carnot. 

Nous n'avons point à faire ici une analyse de ces ouvrages, dont 
l'importance ressort si bien des fruits qu'ils ont portés. Nous nous 
bornerons à indiquer en quelques mots l'esprit dans lequel ils ont 
été conçus. 

L'Analyse appliquée repose sur l'emploi des coordonnées de 
Desçartes. Mais les profondes considérations de l'auteur sur la géné- 
ration des surfaces définies par des propriétés relatives à la cour- 
bure, et les conséquences qu'il en tire pour l'intégration des équa- 
tions aux différentielles partielles, constituent un corps de doctrine 
entièrement nouveau, se rattachant à la fois aux plus belles ques- 
tions de la Géométrie générale et aux théories les plus ardues du 
Calcul intégral. 

La Géométrie descriptive y bien qu'elle n'ait pas de méthode de 
recherches qui lui soit propre , ^ néanmoins contribué aux progrès 
de la Géométrie rationnelle , en familiarisant les esprits avec les 
conceptions de l'espace, et en donnant les moyens de les rame- 
ner à des constructions rigoureuses sur un plan. 

Les travaux de Carnot ont un caractère très-différent. Fondés 
sur la méthode des anciens, ils ont eu une influence considérable 

leur ëdat depuis trois quarts de siècle, nique dans le monde entier, et Tint^rët 

on ne peut en disconvenir, à la forte or- de la science, comme celui des services 

ganisalion conçue par les fondateurs de publics, peuvent porter à partager nos 

rÉcole Polytechnique. craintes et à seconder nos vœux pour le 

Puisse cette simple observation fîxer retour h des études théoriques plus éle- 

Fattention de tous ceux que le sentiment vées et plus en rapport avec les progrès 

de la haute renommée de l'École Polvlech- de la science î 
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iH des plus heureuses , en inspirant aux jeunes géomètres le goi^ 
des recherches de Géométrie pure, et en faisant naître Tespoir d 
trouver des ressources suffisantes dans une méthode simple et lu 
mineuse, qui avait été entièrement délaissée depuis Tapparition d 
la Géométrie de Descartes, c'est-à-dire de la Géométrie analytique 
admirable conception, bientôt suivie de l'Analyse infinitésimale 
qui est devenue la clef de toutes les recherches de Physique ma 
thématique. On conçoit que, pendant plus d'un siècle, ces deu 
puissantes méthodes analytiques se soient emparées de toutes le 
pensées, de tous les efforts des géomètres; et nous n'en tendon 
exprimer ici aucun blâme, aucun regret à cet égard. 

La Géùmétrie de 'position renfermait une conception heureuse su 
la nature des quantités positives et négatives^ qui permettait d* 
généraliser chaque question, dans ce sens qu'une seule démons 
tration, quelles que fussent les positions relatives des différente 
parties d'une figure, devait suffire; tandis que jusqu'alors *chaqu< 
question exigeait autant de démonstrations qu'il y avait de va- 
riétés de position dans les points et dans les lignes d'une figure 
Cette conception nous parait être l'idée principale qui caractérise 
fouvrage de Carnot. 

La Théorie des transversales reposait sur un théorème connu dei 
anciens, formant même la base de leur trigonométrie, et qu 
parfois avait été utile à quelques géomètres du xvii® siècle , à De 
sargues et à Pascal notamment, mais qui depuis avait en quelque 
sorte disparu de la science. Il s'agit de la relation entre les six seg- 
ments qu'une transversale fait sur les trois côtés d'un triangle , don 
Carnot montre futilité comme moyen de démonstration et de re 
cherches dans des questions très-variées. 

IV. — Ordre suivi dans ck Rapport. 

11 convient de dire ici quelques mots de fordre que nous avoni 
cru devoir adopter. 
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Dans un exposé des progrès successifs de ia science, qui naissent 
généralement les uns des autres, l'ordre chronologique peut pa- 
raître, au premier abord, naturel et nécessaire. Mais on reconnaît 
bientôt que, suivi rigoureusement, il introduirait une confusion 
très-regrettable, à raison surtout de la variété des sujets de re- 
cherches contemporaines et de la différence des méthodes em- 
ployées, et aussi parce qu'on fractionnerait par trop ce qui se 
rapporte à un même auteur. 

Nous avons donc éprouvé la nécessité de ne pas nous astreindre 
absolument à l'ordre chronologique des faits partiels, et de prendre 
au contraire en considération, dans chacun, la nature de la ques- 
tion résolue, la méthode suivie, et l'auteur auquel il se rapporte. 
La condition d'ordre et de clarté, notre loi principale, nous a fait 
reconnaître aussi que nous devions rapprocher autant que possible 
les diverses recherches de chaque géomètre. 

Les travaux qui rentrent dans notre cadre, avons-nous dit ci- 
dessus (S 2), présentent deux branches distinctes : les uns étant 
d'Analyse appliquée , et les autres de Géométrie pure. 

On peut ajouter qu'il y a encore une distinction à observer, au 
sujet des recherches de Géométrie pure. Les unes, en effet, se 
rattachent à la Géométrie ancienne, en y comprenant les considé- 
rations inGnitésimales directes qui suppléent au calcul analytique, 
et qui ont contribué si puissamment aux grands progrès de la 
théorie des lignes et des surfaces depuis une trentaine d'années; 
et les autres appartiennent aux méthodes que l'on désigne sous 
le nom de Géométrie moderne. 

Cette distinction accroît encore la variété des sujets de re- 
cherches, qui est un obstacle à l'ordre chronologique rigoureux. 



CHAPITRE PREMIER. 

EXPOSÉ DES PROGRÈS DE LA GÉOMÉTRIE. 

(1800 — 1830.) 



1 

Le grand traité de Y Analyse appliquée à la Géométrie ^ de Monge, 
écrit d'abord sous le titre de Feuilles (T Analyse appliquée à la Géo- 
métiiey pour l'usage de l'Ecole Polytechnique W , est en grande 
partie le résumé des différents Mémoires de l'auteur, insérés, du- 
rant une trentaine d'années, dans le recueil des Savants étrangers y 
dans les Mémoires de V Académie et dans le Journal de FÉcoh Polytech- 
nique. 

A cette époque, Meusnier, officier du génie très-distingué, culti- 
vait aussi ce genre de recherches, et avait même, à la suite d'Euler, 
devancé Monge dans la théorie de la courbure des surfaces. Son tra- 
vail a conservé une si grande importance, qu'il y aurait une lacune 
dans l'exposé des recherches dont nous avons à rendre compte, si 
nous n'associions pas ici le nom de Meusnier à celui de Monge par 
une mention spéciale. 

Nous pensons donc devoir faire précéder la série des articles re- 
latifs aux travaux des premiers temps du siècle, d'une courte notice 
sur les belles recherches dont il s'agit. 

^*^ Le programme des études de 1799 plëant de Monge depuis i8to. Et main- 

nous apprend qu'alors vingt-cinq leçons tenant ces leçons spéciales ont disparu 

étaient affectées à cette partie Irès-impor- des programmes annuels : exemple de 

tante des Mathématiques. raffaiblisseinent des études théoriques. 

En 181 3, le nombre des leçons éf nous inspire des craintes sérieuses 

(le quinzp, professées par Arago, f ^nir. 
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II. — Meusnibr. 



1785. Mémoire sur la courbure des surfaces^^K - — Meusnier donne, dans 
ce travail , une théorie complète de la courbure des surfaces en un 
point, entièrement distincte de celle quEuler avait fait connaître 
en 1760^^^ Observant qu'un élément de courbe résulte de la rota- 
tion d'un point, Meusnier se demande si un élément de surface 
admet une génération analogue ; et il trouve qu'un pareil élément 
peut être obtenu toujours de deux manières, en faisant tourner un 
élément de circonférence autour d'un axe situé dans son plan; en 
d'autres termes, qu'une surface est toujours osculée, en un quel- 
conque de ses points, par deux tores. Ces deux tores sont engendrés 
par la rotation du cercle osculateur de l'une des sections principales 
de la surface autour de l'axe du cercle osculateur de l'autre section 
principale. Après ce premier résultat, qui montre de la manière la 
plus claire la loi suivant laquelle le plan tangent, ou la normale, 
s'incline quand on passe d'un point de la surface à un point infini- 
ment voisin, l'auteur s'occupe des rayons de courbure des sections 
faites dans une surface par des plans passant par un même point 
de celle-ci. Il obtient ainsi d'une manière très-simple les propriétés 
découvertes par Euler, et de plus le beau et utile théorème connu 
sous le nom de théorème de Meusnier, qui rattache les rayons de 
courbure des sections obliques à ceux des sections normales. 

Le Mémoire contient en outre la solution de plusieurs questions 
traitées depuis de bien des manières, mais qui, à cette époque, 
avaient un grand intérêt. Nous citerons en premier lieu la déter- 
mination des surfaces dont tous les points sont des ombilics. A ce 
sujet, Meusnier démontre que la condition qui exprime l'égalité des 
rayons de courbure principaux d'une surface se décompose tou- 
jours en deux équations; résultat que Monge paraît avoir ignoré 

^'^ Lu à TAcadt^niie le 1 ^i et le ai fë- ^*^ Recherches sur la courbure des sur- 

vrier 1 776 ; insën^ dans le recueil des Sa- faces, (Mémoires de V Académie de Berlin , 
vanls ètrnnfrers , t. X. 1 786 , p. ^177-f) 1 o. nnn(^o 1 760 , p. 119.) 
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lors de la publication de Y Analyse appliquée à la Géométrie y et qui 
depuis a été remarqué dans l'ouvrage de M. Ch. Dupin. Puis il in- 
tègre les deux équations par la méthode même dont Poisson a fait 
usage dans son Mémoire sur la courbure des surfaces^^K 

Signalons encore les résultats relatifs aux surfaces minima. Après 
avoir montré, par des considérations infinitésimales très-ingé- 
nieuses, que les surfaces minima ont en chaque point leurs rayons 
de courbure principaux» égaux et de signes contraires, ce qui 
conduit immédiatement à Téquation aux différences partielles du 
second ordre que Lagrange avait obtenue par le calcul des varia- 
tions, l'auteur intègre cette équation dans deux cas particuliers : 
1** lorsque la surface est gauche et à plan directeur; 2^ lorsque 
la surface est de révolution. Il trouve ainsi les deux seules surfaces 
que l'on ait connues jusqu'à ces derniers temps : l'hélicoïde à plan 
directeur, et la surface engendrée par la rotation d'une chaînette 
autour d'un certain axe parallèle à sa base. 

Il faut observer toutefois que Meusnier, en se proposant de re- 
connaître s'il existe des surfaces gauches à plan directeur satisfaisant 
à l'équation aux différences partielles des surfaces minima, et en 
trouvant ainsi l'hélicoïde, s'est arrêté à ce résultat, et n'a pas exa- 
miné si cet hélicoïde était la seule surface gauche qui satisfît à 
la question. Nous verrons que cette question intéressante n'a été 
traitée que depuis une vingtaine d'années, en premier lieu par 
M. Catalan. 

Le Mémoire de Meusnier est, comme on voit, extrêmement re- 
marquable. La théorie de la courbure des surfaces qui y est ex- 
posée est simple, lumineuse et féconde. Cette théorie rend intuitif, 
par exemple, ce théorème important, dû à Sturm, et utilisé dans 
plusieurs recherches récentes, savoir, que : Les normales à une sur- 
face, en ses points infiniment voisins d'un point A , rencontrent les axes 
des cercles osculateurs des sections principales relatives à ce point A. 

^'^ Lu à rAcadëmie des sciences le i.\l\l, f, ikSo-^^j, et Journal de T Ecole 
5mars 1889. (Voir /owmfl/, etc. de Crellc, Polyt. xxii* cahier, p. QoA-asy.) 
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H y a lieu de s'étonner que cette partie du beau travail de Meus- 
nier n'ait pas été reproduite, même de nos jours, dans rensei- 
gnement secondaire. 

III. — Lancrbt ï'^ 

Monge avait jeté les premiers fondements de la théorie des lignes 
à double courbure, en découvrant ce qui se rapporte à la pre- 
mière courbure, aux développées, aux droites polaires, à la surface 
formée par l'ensemble de ces droites el à la sphère osculatrice ^^^ 
Lancret^ dans deux Mémoires présentés à la première classe de 
l'institut en 1802 et 1806, porta cette théorie au degré de per- 
fection où elle se trouve aujourd'hui. Indiquons les principaux ré- 
sultats contenus dans ces importantes recherches. 

1802. Mémoire sur les courbes à double courbure ^^K — Ce travail se com- 
pose de trois paragraphes. Dans le premier, l'auteur rappelle les 
propriétés connues avant lui, et notamment ce beau théorème de 
Fourier, alors inédit, que : La première flexion de la développante est 
égale à la seconde flexian de la développée par le plan y et, réciproque- 
ment ^ la première flexion de la développée par le plan est ^ale à la seconde 
flexion de la développante. Lancret nomme développée par le plan l'arête 
de rebroussement de l'enveloppe des plans normaux à la dévelop- 
pante, et première el seconde flexion ^ ce qu'on appelle maintenant 
angles de contingence et de torsion. 

Le deuxième paragraphe traite de la surface rectifiante. C'est la 
surface développable enveloppe des plans menés par les points d'une 

^^^ Lancret, ancien élève de l'École Po- présenté a FAcadémie en 1771, inséré au . 

ly technique , ingénieur des ponts et chaus- recueil des Savants étrangers, t. X , p. 5 1 1 - 

sées, membre de l'Institut d'Egypte, est 55 o. — Application de V Analyse à la Géo- 

mort en 1 807, h l'âge de trente-trois ans. métrie. 

**^ Mémoire sur les développées, les ^'^ Lu le 6 floréal an x, inséré dans le 

rayons de courbure et les différents genres recueil des Mémoires des Savants vtran- 

d'inflexion des courbes à ilouble courbure; gers, [. I, iSofi, p. fitC)-^bfi. 
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courbe perpendiculairement aux normales principales. Cette surface 
jouit de la propriété que, dans son développement sur un plan, la 
courbe devient une droite! Après avoir donné les propriétés qui rat- 
tachent celte surface à la surface osculalrice, à l'enveloppe des plans 
normaux, etc. l'auteur détermine l'angle sous lequel les génératrices 
de la surface rectifiante coupent la courbe, et donne deux formules 
dont Tune exprime que la tangente de cet angle est égale au rap- 
port de la première flexion à la seconde; puis, se proposant de dé- 
terminer dans quel cas une courbe est une hélice, il reconnaît que 
le rapport des deux flexions de la courbe doit être constant. La ré- 
ciproque de cette propriété, qui forme un théorème remarquable, 
n'a été découverte que dans ces derniers temps, par M. Bertrand ''). 

On trouve encore dans ce second paragraphe une relation impor- 
tante entre l'angle de deux rayons de courbure infiniment voisins 
et les deux flexions de la courbe. 

Dans le troisième paragraphe, Lancret considère les dévelop- 
pées proprement dites, ou développées par le fil. Monge avait 
donné les équations difl^érentielles de ces développées, mais sans 
s'occuper de leur intégration ^^^. C'est cette intégration que Lancret 
se propose d'eff^ectuer. Il démontre d'abord ce tliéorème : Si par 
une courbe ou fait passer une surface développable dont les généra- 
trices coupent la courbe à angle droit y l'angle que chaque plan tangent 
à cette surface fait avec le plan osculateur de la courbe varie ^ quand 
on passe d'un point de la courbe au point infiniment voisin, d'une quan- 
tité égale à F angle des deuj: plans osculateurs en ces deux points (*'. 
Puis il forme Téqualion (T) = o du plan tangent à la surface (plan 
osculateur de la développée), en fonction de l'angle que ce plan 

"^ Journal de Maihèmaiiques , t. XIll, plans osculateurs consécutifs est égal à la 

i848, p. 493. différence des angles que ces plans font res- 

^*^ Mémoires des Savants étrangers, t. X , pectivement avec les deux plans tangents à 

1785, p. 17. la surface, dont M. Liouvillea doniu^une 

^*^ Ce thëorème comprend comme cas démonstration gëomëlriqiio très -simple, 

particulier celui-ci: Pour tonte ligne de {Journal de M nlhématiquesy t. XI, 18/16, 

courbure d^une surface, l angle de deux [>. 88.) 
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fÎBdt avec le plan osculateur de la courbe; et, en diiïéi*entiaiil deux 
fois par rapport au paramètre a qui fixe les points de la courbe , 
6 étant considéré comme une fonction de a ayant la seconde 
flexion pour différentielle, il obtient trois équations : (T) = o, 

4-^ =0, •j^= 0, entre lesquelles il suffit d'éliminer a pour avoir 

les équations des développées ^*). 

Ce troisième paragraphe , qui est de beaucoup le plus impor- 
tant du Mémoire, contient en outre plusieurs relations élégantes 
entre les deux flexions de la courbe donnée et celles de Tune quel- 
conque des développées. 



8o6. Mémoire sur les dévelappoïdes des courbes planes , des courbes à double 
courbure, et des surfaces dévelopjmbles ^^K — Ce second Mémoire de 
Lancret est consacré à l'exposition d'une théorie entièrement nou- 
velle, celle des dévelappoïdes des courbes planes ou gauches. L'au- 
teur appelle développoîde d'une courbe l'arôte de rebroussemenl 
d'une surface développable passant par la courbe, et dont les 
génératrices coupent la courbe sous un angle constant 6. Les dé- 
veloppoïdes jouissent d'un grand nombre de propriétés, parmi 
lesquelles nous indiquerons les suivantes : 

A une même valeur de l'angle 6 correspondent une infinité de 
développoïdes , dont le lieu (surface des développoïdes) est l'enve- 
loppe d'un cône droit d'ouverture 26, qui se meut de manière que 
son sommet glisse sur la courbe donnée, et que son axe soit tou- 
jours tangent à la courbe. 



^*^ Observons que Lancret commet ici 
une inadvertance, en disant que, dans 
Tëlimination de a, 6 doit être considère 
comme une constante. U est clair qu a- 
vaut de faire l'élimination il faut rem- 
placer par la valeur ^,4-w que Fauteur 
obtient ensuite, et qui du resle résulte 

iminédiatemont do IVquntion j" "^ y 



qu'il a démontrée quelques pages aupa- 
ravant. 

Cette remarque a déjà été faite par 
M. Transon , dans une séance de la Sociétc5 
philomathique, 3 août i8A5. (Voirie jour- 
nal rinstitut, t. XÏI, 186/1, p. 38/i.) 

^*^ Le 33 décombn* i8oG.(Voii' le re- 
cueil des Mémoires des Sfwnnts étrangers , 
t. II, 181 1, p. i-79.^ 
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Les développoïdes sont des lignes géodésiques de la surface des 
développoïdes. 

Les caractéristiques de la surface des développoïdes sont des 
hyperboles situées dans des plans parallèles au plan rectifiant. 

Les développoïdes et les caractéristiques forment deux systèmes 
de lignes dont les tangentes en chaque point sont deux tangentes 
conjuguées de la surface des développoïdes, dans le sens de la 
théorie de M. Dupin, etc. 

Signalons encore les propriétés de la surface lieu des foyers 
des ellipses osculatrices , surface qui peut être considérée comme 
le lieu des cercles décrits dans les différents plans touchants sur les 
rayons de courbure correspondants, comme diamètres. Disons enfin 
que , quoique la détermination en termes finis des développoïdes se 
ramène à l'intégration d'une équation de forme remarquable , cette 
intégration ne peut être effectuée que lorsque la courbe donnée 
CvSt plane. 

IV. PoiNSOT. 

Sur la composition des moments et des aires^^\ — Euler et Laplace 180 A 
avaient fait connaître quelques théorèmes relatifs aux moments d'un* 
système de forces; mais on n'avait point eu l'idée de composer ces 
moments à l'instar des forces, parce qu'ils étaient de simples pro- 
duits numériques, des quantités abstraites. La composition des mo- 
ments demandait une notion nouvelle; et cette notion s'est présen- 
tée dans le développement naturel de la conception des couples qui 
fait la base et le caractère original de la Statique de Poinsot. Un 
système quelconque de forces dans l'espace se réduit, d'une infinité 
de manières, à une force et à un couple. La force et le couple 

^'^ Mémoire lu à rinstitat en 180 A. le 17 septembre 1897, et insërë au 

(Voir Journal de l'École Polytechnique, Bulletin des sciences mathématiques du 

XIII* cahier, 1806, p. i89-9o5.) — Un baron de Fëni8sac(t. VllI, p. 930-937), 

Mémoire sur la composition des moments en se rapporte au même sujet. 
Mécanique, lu à l' Académie des sciences 
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deviennent ainsi les deux éléments de la science. Les couples se 
composent à Tinstar des simples forces. Or leur valeur, ou intensité 
statique, s'exprime par le moment même d'une force. C'est ainsi que 
la composition des couples devient ce que lauleur appelle compo- 
gitton des moments, ou des aires. 

Tout ce beau Mémoire est de la Géométrie, comme le Traité de 
Statique lui-môme, admirable ouvrage ^'^ qui a été traduit dans 
plusieurs langues étrangères, et qui sert actuellement de base à 
l'enseignement de la Mécanique dans les universités d'Angleterre 
et d'Allemagne ^^^ nonobstant les incertitudes que, nous le disons à 
regret, l'on a paru concevoir en Franco, il y a quelques années, 
lorsque l'on a modifié si profondément l'étude de la Mécanique, 
comme nous aurons à le dire plus loin (chap. ii). 



806. Théorie générale de F équilibre et du mouvement des systèmes ^^K — L'ob- 
jet principal de ce Mémoire est de démontrer le théorème sui- 
vant : Dans un système de points liés entre eux d'une manière quelconque 
et soumis à des forces quelconques^ quelles que soient les équations 
L =0, etc. qui régnent entre les coordontiées de ces points, chacune 



^'^ Ce traite, publie en i8o3, et qui 
introduisait des considérations si nou- 
velles, a été aussitôt le sujet d'une ana- 
lyse, insérée dans le Magasin encyclopé- 
dique (L VI , p. t o5 ) , par Pouilet de Lisle , 
alors ingénieur des ponts et chaussées, 
puis inspecteur général de TUniversité. 
Cette analyse, sans doute inconnue de nos 
jours, aurait mérité d'être reproduite, cm* 
elle serait lue encore avec intérêt. Mais nous 
devons rappeler surtout que Fourier, qui 
avait pu prendre part au jugement porté 
sur Touvrage de Poinsot, à son appari- 
tion , ayant à en parler vingt ans plus tard, 
comme secrétaire perpétuel de P Académie 
des sciences, associa le nom de Poinsot aux 
grands noms d'Archimède et de Galilée. 



Voici ses propres paroles : rrCet ouvrage a 
ffcela de remarquable, que l'auteur a dé- 
ff couvert des principes nouveaux dans une 
(rdes théories les plus anciennement oon- 
frnues, inventée par Archimède et perfec- 
(T tionnée par Galilée, y* {Analyse des travaux 
de V Académie des sciences pendant l'ath- 
née 1 8q Q . Voir Mémoires de l'Académie deê 
sciences, t. V, i8a6, p. a33.) 

■*^ LVxcellent Traité de Statique de 
Môbius, notamment, repose sur la consi- 
dération des couples. (LehrbuchderStatik, 
Leipzig, a vol. in-8% 1887.) 

^'^ Joum. de VEcole Polyi, xra* cahier, 
1 806, p. QoG-a/i 1 .Cet important Mémoire 
a été i-eproduit dans les 6% 7', 8* et g* édi- 
tions du Traité dp Statique do l'auteur. 
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d'elles y pour V équilibre, demande quon applique à ces points, le long de 
leurs coordonnées, des forces qtielcmiques proportionnelles aux Jonctions 
primes de cette fonction L , relativement à ces coordonnées respectives. 

De ce travail de Mécanique , Fauteur conclut une méthode pour 
déterminer les normales aux surfaces définies par une relation entre 
les distances de chaque point à des foyers fixes, méthode que l'on 
peut énoncer en ces termes : 

Une swjace courbe étant exprimée par une équation 

F (r, r , r", . . . ) = o 

entre les distances r, r\ r\ . . , de chacun de ses points à des centres fixes , 
on obtiefit la normale en un point en pointant sur les rayons r, r' . . . qui 
partent de ce point, des lignes proportionnelles aux dérivées premières 
F'r, F'r', ..., et en considérant ces lignes comme des forces, la résultante 
de ces forces est la normale^^\ 

Mémoire sur les polygones et les polyèdres^^\ — C'est dans ce Mé- 1809. 
moire que Poinsot a donné la théorie complète des polygones 
étoiles, et fait connaître de nouveaux polyèdres réguliers, lesquels 
sont aussi étoiles. 

Les polygones étoiles ont été connus fort anciennement; le po- 
lygone de cinq côtés se trouve môme dans la Géométrie de Boèce'^^ 
On a su aussi qu'il pouvait y avoir plusieurs polygones étoiles de 
même nombre de côtés, par exemple deux de sept côtés. Mais c'est 
Poinsot qui, sans connaître ces premiers résultats , dont les ouvrages 
de Géométrie publiés depuis n'avaient fait aucune mention, a donné 
une théorie générale, en démontrant le théorème suivant : Dans 

^') On sait que cette question, réduite ^'^ Lu h l'Institut le q/i juillet 1809. 

aux courbes planes, avait ëtë soulevée par (Voir Journal de V Ecole Polytechnique, 

Tschimhausen et résolue par Fatio de x'cahier, i8io,p. i6-48,elMéwoiVe«/ir^ 

Duilleret le marquis de Lhopital. (Voir sentes à T Institut, sciences mathématiques 

Bibliothèque universelle et historique, t. III, et physiques, t. II, 1811, p. ÔÔQ-Bgi.) 
1686, et t. V, 1688. — Analyse des infi- ^'^ Voir Apeiyu historique, p. ^78 et 

nimciit petits , sect. II, prop. 10.) ii 86-/187. 
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rardre des polygones de m celés y il y a autant d'espèces différentes quil y 

a de nombres premiers à m , depuis V unité jusqu'au nombre ^^ ; ce que 

l'on exprime encore en (lisant : a, /S, y, . . . étant les facteurs pre- 
miers du nombre m, en sorte que m = oi'*. iS9. y^ . . , et N dési- 
gnant le nombre des espèces de polygones , on a 

. Poinsot entre dans quelques considérations concernant la somme 
des angles dans chaque espèce de polygones étoiles, et il donne 
l'expression générale de cette somme : S = 2(m— 2A), m étant le 
nombre des côtés , et h l'espèce du polygone. Passant aux polyèdres, 
il en décrit quatre nouveaux , un icosaèdre et trois dodécaèdres. 

Nous reviendrons sur ce dernier sujet en parlant des travaux de 
Cauchy. 

i83à. Théorie nouvelle de Utrotatioti des corps ^^\ — Dans ce Mémoire, 
que nous citons à raison de la méthode géométrique dont il fait 
usage, l'auteur, guidé par une sagacité admirable, parvint par 
le simple raisonnement à la solution d'une question difficile, qui 
jusqu'alors avait été du ressort de l'Analyse la plus savante. On 
y trouve de beaux théorèmes, qui avaient échappé à cette méthode, 
et qui présentent une image claire de toutes les circonstances de 
la rotation d'un corps. 

On peut dire que les ouvrages de Poinsot ont donné en France 
l'exemple le plus frappant des facilités et des avantages que peut 
procurer l'habitude des conceptions de la pure Géométrie toujours 
fondées sur la considération directe des éléments de chaque ques- 
tion, ff Son esprit supérieur, dit M. Mathieu, essentiellement philo- 
crsophique, portait la lumière dans les matières les plus abstraites, 

^^^ Présenté h TAcadémie le 19 mai \e Journal de Mathématiques, l.Wl, 1 8b t^ 
i83/i; imprimé, in-8% 56 pages. Bâche- p. 9-129, 289-336. 
lier. Le Mémoire com|)]et a élé inséré dans 
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ff et les rendait accessibles à tous par une exposition simple et presque 
ff géométrique, v 

A ces paroles du vénéré doyen de l'Institut, organe du Bureau 
des longitudes, nous ajouterons celles que notre confrère M. Ber- 
trand a prononcées au nom de l'Académie : cr La clarté et la précision 
cr étaient, aux yeux de M. Poinsot, l'apanage essentiel des Mathéma- 
(T tiques^ et il éprouvait la répugnance la moins dissimulée pour tout 
(r ce qui ne présentait pas ce double caractère d'élégance et de sim- 
ff plicité, qui brille à un si haut degré dans les précieux écrits qu'il 
crnous a laissés. . . La postérité, qui ne conserve de nos travaux 
crque ce qui est excellent et définitif, n'aura rien à retrancher de 
fr l'œuvre de l'illustre géomètre '^^^î 

V. — Hachette. 

Hachette, professeur de Géométrie descriptive à l'Ecole Poly- i8o/i. 
technique, à son origine, a secondé très-utilement les premiers 
eflbrts des élèves de cette école dans la culture des sciences, de la 
Géométrie particulièrement, par ses conseils actifs, et surtout en 
fondant, en 180 4, la Correspondance sur l'Ecole PolytechniqtWy qui 
pendant douze ans a olfert aux anciens comme aux nouveaux élèves 
le moyen de publier le résultat de leurs travaux. 

Ce recueil précieux renferme plusieurs recherches de Hachette, 
sur les questions de la Géométrie de l'espace auxquelles donnent 
lieu les procédés et les applications de la Géométrie descriptive. 
Nous citerons d'abord, sans entrer dans aucun détail, celles qui se 1807 
rapportent : à la théorie des ombres et à la Gnomonique^^^; aux 
courbes du quatrième ordre qui sont la projection de l'intersection 
de deux cônes du second ordre'''; aux surfaces gauches W; aux 
épicycloïdes sphériques t*^'; à la surface hélicoïdale t^l 

^'^ Discours prononces aux funërailles ^*^ Ibid. t. 11, p. lA, ann. 1809. 

de M. Poinsot, le la décembre 1869. ^*^ ^^*^' *• '^' P* ^^' ^7* 

^*^ Voir Correspondance sur l'Ecole Poly- ^•^ Ibid. 1. 11 , p. 6 ^7, ann. 1 8 1 3 ; l. Ill , 

technique, t. I,p. 298, ann. 1807. p. 18, ann. 1816. 
''5 Ibid.i. I. p. 3()8. 
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Dans une Note sur les plans tangents à Thyperboloîde à une 
nappe, on remarque cette propriéti^ des paraboloïdes : Let weetiom 
flânes iun paraboloïde se projettent sur un plan quekanquêy parde$ droites 
parallèles à Taxe du paraboloïde y suivant des coniques semblables «f mm- 
blablemetU placées (*). 

i8og. ^u suj<^t des surfaces gauches. Hachette démontre que deux 
surfaces qui ont une génératrice commune et trois plans tangents 
communs en trois points de cette droite sont tangentes en chacun 
des autres points de la génératrice (^^. Ce théorème bien simple , dé- 
montré aussi par Binet quelque temps après W^ mérite d'être signalé 
ici, non-seulement parce qu'il a permis de perfectionner certains 
traits de l'ancienne Stéréotomie, où le raccordement des surfaces 
gauches n'était pas assuré (par exemple, dans l'arriènî- voussure 
de Marseille), mais aussi parce qu'il marque les premiers pas dans 
cette théorie des surfaces réglées, qui s'est tant développée depuis 
et qui se présente maintenant dans une foule de recherches. 

1817. On doit à Hachette un ouvrage ayant pour titre : Eléments de 
Géométrie à trois dimensions. 

Cet ouvrage, publié en 1817, est formé de deux parties. Tune 
synthétique^ et l'autre algébrique. Celle-ci est consacrée à la théorie 
des surfaces du second ordre, et renferme les principales propriétés 
connues alors de ces surfaces. La première partie contient des no- 
tions générales sur les lignes et les surfaces courbes, et les diverses 
questions que l'on savait traiter par la simple considération de 
la Géométrie générale ou de la Géométrie descriptive. Citons en 
particulier la démonstration géométrique de la double génération 
de l'hyperboloïde à une nappe par une droite , qui avait été donnée 
en 1 8 1 3 , par un élève, dans la Correspondance^'^\ ce qui avait permis 

^'^ \o\rCorreftpondttnce sur r École Poly- ^*^ Ibid, L II, p. 33 1. 

technique, t. Il, \t. 33o. ^*^ Ihid. t. Il, V cahier, janvier 181 3, 

^'^ Ihid. Lll.p. i/i. p. 6/16. 
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de ne plus faire intervenir l'Analyse dans le cours de Géométrie 
descriptive, pour établir cette proposition importante. La démons- 
tration géométrique dont il s'agit et la construction de l'hyperboloïde 
osculateur, communiquée aussi à Hachette par le même élève ^'', 
sont devenues plus tard la base d'un travail sur les surfaces réglées, 
où se trouve la notion du point central sur chaque génératrice et 
de la ligne de striction de la surface, travail dont il sera question 
ultérieurement (chap. n). 

11 faut signaler encore, dans le traité de Gémnétrie à trois dimen- 
sions de Hachette, cette belle conséquence du théorème de Meus- 
nier, laquelle rattache le rayon de courbure de la courbe d'intersec- 
tion de deux surfaces aux rayons de courbure des sections normales 
des deux surfaces par des plans menés par la tangente de la courbe : 
Le plan osculateur en un point de la courbe d'intersection de deux sur- 
faces est perpendiculaire à la droite qui joint les centres de courbure des 
sections normales des surfaces faites par des plans menés par h tangente 
de la courbe; et le centre de courbure de la courbe est le point o\i ce plan 
coupe la droite. 

Binet, comme nous le dirons plus tard (chap. m), a été conduit 
depuis à cette même construction, par des considérations ana- 
lytiques. 

Le traité de Géométrie descriptive de Monge renfermait les prin- 
cipes abstraits de cette méthode des arts de construction. Mais ces 
principes mêmes étaient susceptibles d'applications dans plusieurs 
questions de la théorie des lignes jet des surfaces courbes. Ces 
applications, qui avaient fait le sujet de la plupart des recherches 
de Hachette, ont été réunies par lui dans un ouvrage étendu, ayant 
pour titre : Traité de Géométrie descriptive, comprenant les applications jg^g. 
aux Ombres y à la Perspective et à h Stéréotomie. Ce traité, publié en 
1822, et auquel a été joint un Supplément en 182/1, résume avec 
clarté le cours complet de l'Ecole Polytechnique à cette époque. 

^'^ Éléments de GéomcUic à trois dime 
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C'est dans cet ouvrage c|ue Haclietle a considéré, pour la pre- 
mière fois, les poinLs remarquables, et si importants dans la théorie 
des ondjres et de la perspective, auxquels on a donné depuis le 
nom de points de passage. L'auteur ramène la construction de ces 
points à la construction d'une certaine courbe dVrreur, quand la 
surface est de révolution. 

VI.— M. Cil. DiPiN. 

A la tète des disciples de Monge, se distingue M. le baron 
Charles Dupin, dont les travaux ont eu la plus grande influence 
sur les progrès de la science, et sont enc(u*e invoqués constamment, 
de nos jours, dans les recherches de pure Géométrie, comme dans 
celles de Mécanique et de Physique mathématique. 

i8o3. Le goût et l'aptitude rares du jeune ingénieur constructeur de 
vaisseaux, sorti de l'Ecole Polytechnique en i8o3, se sont révélés 
dès la première année de son séjour à cette école, par la solution du 
problème de la sphère tangente à trois autres, et par la découverte 
des théorèmes admirables auxquels cette question l'a conduit. Il 
nous sufhra de dire, pour justifier ce mot, qu'il s'agit de cette pro- 
priété de la surface enveloppe des sphères tangentes à trois autres, 
d'avoir pour lignes de courbure deux systèmes de cercles, et de cette 
propriété des coniques, d'avoir une infinité d^ foyers. 

i8o4. Ce premier travail de M. Dupin avait été communiqué à Monge; 
et Hachette, en réunissant, peu de temps après, dans un Mémoire 
sur le contact des sphères (^\ les recherches faites dans l'Ecole Poly- 
technique par plusieurs élèves, y a compris les deux belles pro- 
positions découvertes par M. Dupin, qu'il résume en ces termes, 
après en avoir donné la démonstration : 

Toutes les lignes d^. courbure de la surface eni^eloppe de V espace par- 

''^ Correspondance sur V École Polytechnique , l. I. n' rallier, iSo'i. p. i7-:i8. 
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« 

couru par une sphère qui se nieut en touchant trois sphères fixes sont 
des cercles; en sorte que cette enveloppe peut être engendrée par une 
sphère mobile, de deux manières différentes: les courbes parcourues par 
le centre de la sphère mobile, dans les deux systèmes de génération, sont 
des lignes du second degré telles, que les foyers de l'une sont les sommets 
de r autre ^^\ 

Les propriétés de ce système de deux coniques, dont l'une est 
le lieu des foyers de l'autre, se retrouvent dans l'analyse d'un Mé- 
moire de M. Dupin sur les déblais et remblais, insérée en 1807 
dans la Correspondance sur F Ecole Polytechnique ^^K 

M. Dupin a fait paraître en 1806, sous le titre d'Essai sur la 1806. 
description des lignes et des surfaces du second degré ^^\ un Mémoire re- 
marquable, qui offre un premier exemple de la construction par 
points des surfaces du second degré. On savait que, lorsqu'une 
droite se meut sur un plan de manière que deux de ses points 
glissent sur deux axes fixes, un point quelconque de la droite 
engendre une conique. Après quelques développements sur ce pro- 
cédé de description , M. Dupin l'applique au cas où les deux axes 
directeurs ne sont plus dans un même plan, et prouve qu'alors 
un point de la droite mobile décrit encore une conique; puis il 
transporte ce mode de description aux surfaces du second'degré , et 
démontre ces deux propositions importantes : 1° Lorsqu'une droite 
sur laquelle sont pris deux points directeurs se meut dans l'espace, de ma- 
nière qu'un des deux points décrive une droite fixe, et que l'autre glisse sur 
un plan; tout autre point de la droite décrit une surface du second degré. 
2° Lorsque trois points directeurs de la droite glissent sur trois plans 
fixes , tout autre point de la droite décrit une surface du second degré. 

*'^ Mémoire de M. Dupin. {Correspoiui. dans la Correspondance sur l'Ecole Poly- 

sur l'Ecole Polytechnique, t. I, ii* cahier, technique, t. I, v* cahier, 1806, p. i44- 

180A, p. 98.) 1/18; et le Mémoire se trouve dans le 

^*^ T. I, vu* cahier, p. a 18-295. Journal de l'École Polytechnique, xiv* ca- 

^^^ Une analyse de ce Mémoire a paru hier, 1808, p. /i5-83. 
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Un paragraphe est consacré à la détermination des rayons de cour- 
bure et des tangentes aux lignes de courbure de la surface décrite. 

i8i3. Mais c'est dans le grand ouvrage publié sous le titre de Déve- 
loppements de Géométrie^^\ dédié rrà M. Monge, membre de Tins- 
ertitut,?) que M. Dupin s'est montré le véritable continuateur de 
Monge, en complétant plusieurs parties importantes de YAppUeaiùm 
de r Analyse à la Géométrie ^ et en dotant la science de théories 
nouvelles, qui sont entrées aussitôt dans l'enseignement de TEcole 
Polytechnique, et sont restées depuis le point de départ, constam- 
ment invoqué, de toutes les recherches sur la théorie des surfaces. 

A raison de l'importance de cet ouvrage, nous relaterons ici 
les cinq parties qui le composent, sous le titre de Mémoires , qui 
avaient été soumis primitivement au jugement de la classe des 
sciences physiques et mathématiques de l'Institut W, et se trouvent 
réunis en deux sections. 

La première section , qui traite de la forme des surfaces à partir 
de chacun de leurs points, contient trois Mémoires : i"" Mémoire. 
Géométrie pure. De l'osculation des surfaces. De la courbure des 
surfaces, et de celle de leurs sections. Théorie des tangentes 
conjuguées. — 2® Mémoire. Géométrie analytique spécialement 
consacrée à la théorie des tangentes conjuguées. — 3*^ Mémoire. 
Géométrie analytique. Suite de la théorie des tangentes conjuguées. 
De l'indicatrice. 

La deuxième section traite de la courbure considérée sur toute 
l'étendue des surfaces; elle contient le quatrième et le cinquième 
Mémoire : /i* Mémoire. Géométrie pure. De la courbure considérée 

^'^ 1 vol. in-4", Paris, i8i3. présentés à rinstitut lei/i décembre 18 iq. 

Une analyse de cet ouvrage, lue à et les deux suivants, le 8 mars 181 3. Le 

rinstitut le lA décembre 181a, a paru cinquième avait été déposé en 1809 à 

dans la Correspondance sur VÉcok Poly- T Académie royale de Naples, fauteur 

technique, l. II, janvier i8i3, p. 387- habitant alors, dans Texercice de ses 

396. fonctions d'ingénieur des constructions 

<*^ Les trois premiers Mémoires ont été maritimes, les lies Ioniennes. 



DE LA GÉOMÉTRIE. 33 

8ur toute l'étendue des surfaces. — 5* Mémoire. Géométrie ana- 
lytique. Théorie des trajectoires orthogonales appliquée à la déter- 
mination des lignes de courbure. 

On voit que, dans cet ensemble de recherches parfaitement coor- 
données, M. Dupin se proposait, ce qui était une tâche bien hardie 
à cette époque , de traiter par les ressources de la Géométrie , aussi 
bien que par l'Analyse , les questions relatives à la courbure des 
surfaces, que Ton regardait alors comme devant appartenir exclu- 
sivement aux méthodes analytiques. 

L'importante théorie des tangentes conjuguées et de Yindtcatrtce 
de la courbure d'une surface en chaque point résumait et élucidait, 
sous un aspect nouveau et très-heureux, les premiers résultats 
d'Euler^*' relatifs aux rayons de courbure des sections normales 
d'une surface, et se prêtait aux applications et aux développements 
les plus féconds. 

Passant de la courbure en un point à la courbure sur toute 
l'étendue de la surface , M. Dupin introduit la considération de deux 
systèmes de courbes, qu'il nomme asymptotiques , parce qu'une telle 
courbe a pour tangente en chaque point une asymptote de l'indica- 
trice de la surface. De là naît la propriété caractéristique de ces 
courbes : que leurs tangentes ont toutes un contact du second 
ordre avec la surface. Ces courbes asymptottques , qui ont tardé 
longtemps à fixer l'attention des géomètres, se retrouvent mainte- 
nant dans la plupart de leurs travaux sur la théorie des surfaces. 

Mais nous avons hâte de citer surtout ce beau théorème : Trois 
séries de surfaces orthogonales se coupent toujours suivant leurs lignes 
de courbure, qui est devenu la base d'une foule de recherches re- 
latives aux surfaces, soit que l'on étudie leurs propriétés générales, 
soit que l'on ait à considérer leur intervention dans les questions 
de Physique mathématique. 

M. Dupin montre ensuite, comme application particulière du 

^'^ Mémoires de rAcadénie de Berlin, 1760, p. 119. 
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théorème jjériéral, c|iio : Ln surfaces du second ordre dont les sections 
principales ont les mêmes foyers forment un tel systnne de trois séries de 
surfaces orthogonales. Il retrouva.* dans ce système triple les deui 
coniques dontrliacune est Ui lieu des foyei^s de l'autre, coniques que 
lui avait olFertes en premier lieu la question de Tenveloppe des 
sphères tangentes à trois autres. 

Ces coni(|ues se présentent ici tout à la fois comme les limites des 
surfaces du second ordre dont un axe diminue et devient nul, et 
comme le lieu des ombilics de ces surfaces. 

Considérées indépendamment du système de surfaces orthogo- 
nales, non-seidement ces deux courbes, ellipse et hyperbole, sont 
telles, que la somme des distances de deux points de l'hyperbole à 
chaque point de l'ellipse est constante, et que la différence des dis- 
tances de deux points de l'ellipse h chaque point de l'hyperbole est 
aussi constante; mais elles jouissent encore de cette propriété, recon- 
nue par M. Dupin : que chaque courbe est le lieu des sommets des 
cônes de révolution qui passent par l'autre courbe, et que les axes 
de ces cônes sont les tangentes à la courbe lieu de leurs sommets. 

Le théorème sur le système triple de surfaces orthogonales, et ses 
applications aux surfaces du second ordre, se reconunandaient à 
un double titre, d'abord par leur importance au point de vue de la 
théorie des surfaces, puis aussi, on peut le dire, parla merveilleuse 
facilité des démonstrations de Tauteur, qui offraient un exemple bien 
propre à inspirer coiifiancc aux jeunes géomètres, et à les encou- 
rager dans cette voie simple et naturelle de la pure Géométrie. 

i8i3. Dans un second ouvrage, intitulé : Applications de Géométrie et de 
Mécluinique ^^\ M. Dupin a fait diverses applications des théories ex- 
posées dans les Développements à des questions importantes, telles 
que : la stabilité des coips flottants ^^^; la théorie des déblais et des rem-- 

^*^ In- A", tSaa; Bachelier. lyse de ce Me'moire a pani dans la Cor- 

^*^ Pnfeent<^ h la preniièro classe do respondance sur V Ecole l^oly technique, \.A\\^ 
rinstitul le lo janvier iHiA. Une ana- 181 A. p. Qitî-a'jA. 
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biais ^^^; les routes de la lumière ^ dans les phénomènes de la réflexion 
et de la réfraction^^\ etc. 

Dans le Mémoire sur les corps flottants, l'auteur étudie deux 
classes de surfaces, qu'il nomme surface de flottaison et surface des 
centres de carène. Il fait connaître des propriétés élégantes qui per- 
mettent de déterminer les plans tangents , les directions des lignes de 
courbure et les rayons de courbure principaux de ces surfaces f^'. 

Le Mémoire sur les routes de la lumière renferme la générali- 
sation importante, et dont on avait pu douter, de ce théorème de 
Malus : Des rayons de lumière partis d!un même point se réfléchissent sur 
une surface quelconque dans des directions toutes normales à une même 
surface. M. Dupin démontre généralement que des rayons normaux à 
une surface se réfléchissent ou se réfractent suivant des directions nor- 
males à une surface. 

Ce théorème, général à un double point de vue, puisqu'il s'étend 
à la réfraction, a été reproduit souvent dans diverses recherches. 

On trouve dans ce Mémoire la théorie complète des surfaces 
cyclides. L'auteur appelle ainsi les surfaces dont toutes les lignes de 
courbure sont des cercles. Il prouve que , outre la sphère , le cône 
et le cylindre de révolution, il existe une autre surface cyclide, qui 
est l'enveloppe des sphères tangentes à trois autres. C'est, comme 
on voit, la belle découverte par laquelle M. Dupin avait débuté 
dans la carrière des sciences, et que l'on ne connaissait encore que 
par la mention qu'en avait faite Hachette, comme nous l'avons 
dit précédemment (§ 5), et par une analyse que l'auteur lui-même 
en avait donnée longtemps après W. De là, M. Dupin passe natu- 

^^^ Ce Mémoire est un des premiers pages d'analyse à la démonstration de 

travaux de l'auteur, car on en trouve plusieurs des importants théorèmes de 

une analyse étendue dans le premier vo- M. Dupin. (Voir Annali di scienze maie" 

Inme de la Correspondance polytechnique, matiche efisiche, de M. Tortolini, t. VIII, 

vii* cahier, janvier 1807, p. Qi8-9a5. 1867, p. Sog-Sa/i : Intomoad akuniteo- 

^*^ Présenté à l'Académie le 99 janvier remi di Dupin.) 

1816. ^*^ Voir Correspondance sur V Ecole PoUj- 

^^^ M. Codazzi a consacré de savantes technique, t. II, 1819, p. ^90-/1 9 5. 
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rellement à la considération des deux coniques dont Tune est le lieu 
des foyers de l'autre; puis il démontre plusieurs propriétés nou- 
velles des surfaces du second ordre de révolution; par exemple, 
que deux tangentes conjuguées en un point d'une surface sont vues fun 
foyer de la surface y sous un angle droit; qu'une section plane de la 
surface est vue d^un foyer suivant un cercle; en d autres termes, 
que les sections planes ont pour foyers ceux de la surface. 

Tous les résultats principaux des recherches sur lesquelles s'est 
fixé Tesprit actif de M. Dupin se retrouvent constamment depuis 
dans les travaux des géomètres. C'est que les conceptions de l'au- 
teur ne se portaient pas sur des questions prises au hasard et sans 
avenir; le sentiment du beau et de l'utile et un enthousiasme in- 
telligent pour la science n'ont jamais cessé de l'inspirer. 

• 

Après avoir accompli les beaux travaux théoriques que nous 
venons de passer en revue, M. Dupin a reporté ses rares facultés 
sur les applications directes de la théorie aux travaux de construc- 
tion des services publics ; et les leçons qu'il a résumées sous le titre 
de Géométrie et Méchanique des arts et métiers et des beaux-arts ^'^ sont 
devenues la base d'un enseignement nouveau, qui s'est développé 
aussitôt en France et a donné lieu aux grandes écoles industrielles. 

i848. Cependant, l'illustre géomètre, conduit depuis à des recherches 
de pure théorie dans une question concernant la courbure des bois, 
en a fait le sujet de deux communications à l'Académie, sous le 
titre de Mémoire sur les éléments du troisième ordre de la courbure des 
lignes^^K Dans ce travail M. Dupin s'est proposé de donner une re- 
présentation géométrique nouvelle de la courbure des courbes 
planes. Maclaurin , dans son Traité des propriétés générales des courbes 
géométriques y avait déjà traité cette question. Mais le point de vue 

^'^ 3 vol. in-8', 1895. séances de l'Académie des 8cieHceg,i,\Wl^ 

^'^ Cotnptes rendus hebdomadaires des 18/18, p. 391-33 5, 373-398. 
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sous lequel M. Dupin l'envisage le conduit à une représentation 
plus générale et plus féconde. 

Que sur la tangente à la courbe en un point P on prenne, de 
part et d'autre de ce point, deux longueurs égales infiniment pe- 
tites , PQ , PR , et que par leurs extrémités Q , R on mène deux 
droites parallèles de direction arbitraire, terminées à la courbe 
en M et N, la figure formée des trois droites MQ, QR, RN sera 
ce que l'auteur nomme un télégraphe géométrique. La corde MN ren- 
contre la tangente en P, en un point F, appelé /oyar des rayons dé- 
viateurs.M. Dupin calcule les expressions générales des coordonnées 
de ce point remarquable, expressions qui le conduisent à une dis- 
cussion intéressante des différentes circonstances que peut présen- 
ter la courbure de la courbe au point P. Ce point coïncide avec 
P, lorsque la courbe a une inflexion en ce point. Il est à l'infini, 
lorsque les bras du télégraphe sont parallèles à la droite diamé- 
trale de l'arc de courbe dont la direction se trouve déterminée par 
les formules de l'auteur. M. Dupin examine aussi le cas dans le- 
quel les bras du télégraphe sont perpendiculaires à la tangente : 
il remarque qu'alors le foyer se construit fort simplement , et que , 
si le foyer se trouve à l'infini, le rayon de courbure en P satisfait à 
la condition de maximum ou de minimum. 



VIL — LiVRT. 

Livet, dans un Mémoire intitulé: Formules pour passer d'un sys- 1806. 
tème de coordonnées rectangulaires àun système de coordonnées obliques^^\ 
a démontré le premier ces deux propriétés des diamètres conjugués 
des surfaces du second degré, savoir : 1** que la somme des carrés 
de trois diamètres conjugués est constante; â^ que le volume duparallé- 
lipipède construit sur trois diamètres conjugués est aussi constant (^^ ; 

^'> Journal de VEcok Polytechnique, cées primitiveinent sans dëmonstration, 
XIII* cahier, 1806, p. q 70-996. dans la Correspondance sur VEeole Poly- 

^'^ Ces propositions avaient été dnon- technique, t. I, i8o&,p. 98. 
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généralisation, comme on ic voit, des théorèmes sur les sectîous 
coniques, connus d'Apollonius. 

VIII. — Bru!icho?i. 

1806. Diverses recherches de Brianchon, qui aujourd'hui sont en- 
trées dans les éléments de la science, méritent, à ce titre même, 
d'être citées ici. Nous dirons donc que c'est dans un Métnoire 9ur ks 
surfaces courbes du second degré^^^ f|ue se trouve le premier exemple 
d'un tliéorème conclu d'un autre par la simple considération des 
polaires réciproques, considération qui depuis s'est développée et 
a pris une si haute importance dans les travaux de Poncelet. L'au- 
teur conclut, du théorème de Pascal sur l'hexagone inscrit à une 
conique, cette proposition non moins utile, et qui porte le nom 
de tkéorètne de Brianchon : Dans tout quadrilatère circonscrit à une co- 
nique y les trois diagmiales qui joignent les sommets opposés passent par 
un même point. Il prouve aussi (|ue la surface polaire d^une surface 
du second ordre est une surfac4^ du second ordre. 

1817. Dans un opuscule intitulé: Mémoire sur les lignes du second ordre 
(in -8°, 1817), Brianchon, en s'appuyant sur le théorème de 
Desargues, d'après lequel une transversale coupe une conique et 
les quatre côtés d'un quadrilatère inscrit en six points en involu- 
tion, résout d'une manière fort simple les différentes questions sur 
la construction d'une conique déterminée par cinq conditions, de 
passer par des points et de toucher des droites. 

Ces ouvrages ont notablement contribué à inculquer aux élèves 
le goût des recherches de pure Géométrie. 

IX. — Malus. 

1807. Malus, auteur d'une des plus importantes découvertes du siècle, 

'■ Journal de r École Polytechnique, xiii* cahier, 180G, p. ii97-3ii. 
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celle de la polarisation de la lumière, a débuté dans cette branche 
de la Physique par la publication d'un Traité d^Optique^^^ qui con- 
tient des recherches géométriques du plus haut intérêt. 

Le premier chapitre de cet ouvrage est consacré à l'étude des 
propriétés générales des faisceaux de rayons ou de droites. 

Malus considère d'abord les droites partant de tous les points de 
l'espace dans une direction déterminée, tout à fait quelconque : 
c'est ce qu'il appelle un système général de droites. Il prouve que, 
si l'on prend une droite A du système, partant d'un point 0, 
toutes les droites in Animent voisines qui rencontrent A partent 
de points situés sur un cône du second ordre ayant le point 
pour sommet et la droite A pour l'une de ses génératrices. Se 
bornant ensuite aux droites du système général qui ont leur 
point de départ sur une surface déterminée quelconque, il montre 
que ces droites peuvent toujours se grouper dé manière à former 
deux séries de surfaces développables, ou, en d'autres termes, 
qu'elles sont toujours le lieu de l'intersection de deux systèmes 
de surfaces développables. Deux surfaces développables de sys- 
tème différent se coupent, en général, sous un angle quelconque; 
mais si les droites considérées sont normales à une surface et par 
suite à une infinité de surfaces parallèles, cet angle devient droit; 
et réciproquement, lorsque des droites sont le lieu de l'intersection 
de deux systèmes de surfaces développables orthogonales , elles sont 
normales à une série de surfaces parallèles. Ces deux théorèmes 
avaient déjà été donnés par Monge, et avaient conduit l'illustre 
auteur de \ Analyse appliquée à la théorie des lignes de courbure. 

Le deuxième chapitre de l'ouvrage de Malus traite de la Catop- 
trique, c'est-à-dire de la théorie des phénomènes de la réflexion. 
On y trouve ce beau théorème, généralisé depuis par M. Dupin: 

^'^ Présenté à la première classe de rferJ5co/c Po/y<ccAnt^«e, xiv* cahier, 1 8 o8, 

rinslitut le QO avril 1807, et inséré daas p. \-kh et 8^-199, sont la reproduction 

le recueil des Savants étrangers, t. II. de ce traité, avec quelques applic^itions 

Deux Mémoires insérés dans le Journal n'intéressant que la Physique. 
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Si les rayons incidents émanent (Tun points les rayons réfléchi» sur 
une surface donnée sont le lieu de T intersection de deux systèmes de sur- 
faces développables orthogonales y et sont par conséquent normaux à une 
série de surfaces parallèles. Les rayons incidents correspondants aux 
rayons réfléchis situés sur une même surface développable forment 
deux séries de cônes orthogonaux. 

Dans le troisième chapitre, l'auteur -s'occupe de la Dioptrique, 
c'est-à-dire de l'étude des phénomènes de la réfraction. Il démontre, 
comme dans la Gatoptrique, que les rayons réfractés sont le lieu 
de l'intersection de deux séries de surfaces développables orthogo- 
nales. Mais ici les rayons incidents correspondants aux rayons ré- 
fractés situés sur une même surface développable ne forment plus 
deux systèmes de cônes orthogonaux, lorsque la surface de sépara- 
lion des milieux est quelconque. Cherchant dans quel «as cette der- 
nière condition est satisfaite. Malus trouve que la surface de sépa- 
ration des milieux doit ôtre l'enveloppe d'une surface de révolution 
de forme invariable dont l'axe décrit un cône quelconque. Pour 
une telle surface, les lignes de courbure se confondent avec les 
lignes de réflexion et de réfraction; par conséquent, les normales, les 
rayons réfléchis et les rayons réfractés sont tangents à un même 
cône, qui est à la fois surface des centres de courbure, surface 
caustique par réflexion, et surface caustique par réfraction. 

Malus a été, comme Lancret^'), enlevé bien jeune encore aux 
sciences, qui avaient tant à attendre de son génie pénétrant : il est 
mort en 1 8 1 2 , à l'âge de trente-sept ans. 

X. BlNKT. 

1811. Mémoire sur la théoiie des axes conjugués et des mxyme^Us d'inertie 
des corps (^'. — Sans qu'il y ait lieu de rappeler ici la généralisation 

^^^ L'un et l'autre, entres à TÉcole Po- Malus comme oflicier du gënie, et Lancret 
iytechnique lors de sa fondation en 1 79/1 , comme ingénieur des ponts et chaussées, 
avaient fait partie de l'expédition d'Egypte: ^*' Mémoire présenté 5 l'Institut on mai 
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que Binet introduit dans la théorie des moments d'inertie d'un corps 
par rapport à un plan, et ce quil appelle axe conjugué au plan, 
nous dirons seulement que , en cherchant le lieu des origines pour 
lesquelles l'un des moments d'inertie principaux a une valeur don- 
née, il est conduit à cette belle propriété des surfaces du second 
ordre, à laquelle M. Ch. Dupin était aussi parvenu par des consi- 
dérations directes, et qui consiste en ce que les surfaces dont les 
sections 'principales ont les mêmes foyers forment trois systèmes de sur-- 
faces qui se coupent deux à deux orthogonalement et suivant leurs lignes 
de courbure^^K L'auteur rattache d'une manière très-remarquable ce 
triple système orthogonal à la théorie des moments d'inertie. H 
prouve que les trois axes principaux d'inertie d'un corps relatifs 
aux différents points de l'espace sont les normales aux trois sui^ 
faces passant par ces points, qui font partie d'un même système 
de surfaces du second degré homofocales, et que les moments 
d'inertie principaux dépendent aussi d'une manière simple des 
axes majeurs des mêmes surfaces. 

C'est dans ce travail que se trouvent pour la première fois l'é- 
quation du troisième degré qui détermine la grandeur des axes 
d'une surface du second ordre rapportée à des axes de coordon- 
nées obliques''^), et celte propriété des mêmes surfaces, faisant suite 
aux deux propositions dues à Livet, savoir, que la somme des carrés 
des aires des faces du parallélipipède construit sur trois diamètres con- 
jugués est constante ^^K 

1811; insère dans le Journal de VÉcok part et d'autre n'a fait aucon doate dans 

Polytechnique, xYi" cahier, i8i3,p. 4i- Tesprit d'aucun géomètre, et particulière- 

67. ment des deux auteurs. On trouve à ce su- 

^') La date de 181 1 du Mémoire actuel jet une note intéressante dans l'ouvrage 

étant antérieure à celle de l'ouvrage de de M. Dupin (p. 3o5). 
M. Dupin (1 8 1 3) , nous devons rappeler ^'^ Vers le même temps, M. Bret a aussi 

que la partie même de cet ouvrage, le donné cette équation dans les Annales de 

5* Mémoire , où se trouve le théorème dont Mathématiques de Gergonne , t. II , 1811, 

il s'agit, avait été déposée en 1 809 h l'Aca- p. 33-37 . 

demie royale de Naples. Mais, du reste, ^^^ Proposition reproduite, ainsi 

la parfaite indépendance des recherches de l'équation qui détcir 
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Ces résultats se concluent immédiatement d'une interprétation 
particulière de certaines équations relatives aux moments d*inertie 
d'un corps. L'auteur bientôt après les a démontrés directement dans 
un Mémoire sur un système de fonnules analytiques, et leur application 
à des considérations géométriques ^^\ 

Nous aurons à citer ci-après (chap. ni) quelques autres résultats 
géométri(|ues. Mais les principaux travaux de Binet se rapportent 
aux différentes parties de l'Analyse pure, et à l'Analyse appliquée 
aux recherches de Mécanique céleste. 

XI. — Cauciiy. 

Le Mémoire de Poinsot sur les polyèdres étoiles donna lieu à 
un jeune ingénieur des ponts et chaussées de révéler au monde 
savant le génie mathématique qui devait jeter tant d'éclat sur le 
nom d'Augustin-Louis Cauchy. 

Peut-il exister des polyèdres réguliers dont le nombre des faces 
soit autre que 6, 6, 8, 1 14 ou txo? rr Voilà une question, avait dit 
rr Poinsot, i\\x\ mériterait d'être approfondie, et qu'il ne parait pas 
«r facile de résoudre en toute rigueur, t) 

C'est relie question (|ue (iauchy parvint à traiter complètement 
dans deux Mémoires sur les polygones et les polyèdres. 

i8ii. Dans h prenner^"^^ en étendant quehjues principes empruntés 
au travail même d(^ Poinsot, (iauchy fait dériver les polyèdres 
réguliers d'espèces supérieures, de ceux de première espèce : il lui 
sullit de prolonger les arêtes ou les faces de ceux-ci, ainsi que 
Poinsot avait fait h l'égard d(»s polygones. Cette remarque impor- 

HurfaciN «IniiH In (lorrmpondance nur VK- <•) llcriinrhrit sur leti polyèdres : i" Mé- 

cote Polytechnique, t. Il, iHiu, |». .'lu,*!. inoiroju a la nmnièro rlijsso do llnstiUit 

(') LuhrinHtiliillolitMiovcinhnuHio; tMi i'f^^i(>r iHi^MIK^rë dans le Jour- 

mv^vé (InilH l<» Journal de. V Ecole Poliflech- nul de /'ftVoi • , xvi* 

nique, xvi' raliior, iHiîî, p. uHn Hf»ft. p. (188(1. 
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tante permet à l'auteur de conclure que l'on ne peut former d'au- 
tres polyèdres réguliers d'espèces supérieures que les quatre dé- 
crits par Poinsot'^). 

Ce même Mémoire contient une généralisation du théorème 
d'Euler, d'après lequel, dans tout polyèdre y le nombre des sommets ^ 
ajouté à celui des faces ^ surpasse de deux unités le nombre des arêtes. 
Cette généralisation consiste en ce que : Si Von décompose un polyèdre 
en tant d! autres que Von voudra , en prenant à volonté y dans V inté- 
rieur ^ de nouveaux sommets , la somms faite du nombre des sommets et 
de celui des faces surpassera d'une unité la somme faite du nombre des 
arêtes et de celui des polyèdres. 

Dans le second Mémoire ^^^ entrepris sur les encouragements i8jq 
de Legendre,Cauchy, réalisant les espérances de ce juge éminent, 
démontre que deux polyèdres convexes sont égau^jc, lorsqu'ils sont 
compris sous un même nombre de polygones égaux chacun à chacun et 
disposés entre eux de la même manière; proposition admise par Eu- 
clide dans les définitions de ses IX% X® et XI* livres , et qui laissait 
dans les Eléments une lacune regrettable. Voici les paroles mêmes 
de Legendre dans son rapport à l'Institut sur le travail dont il 
s'agit : (tNous voulions ne donner qu'une idée de la démonstra- 
«rtion de M. Cauchy, et nous avons rapporté cette démonstration 
«presque tout entière. Nous avons ainsi fourni une preuve plus 
«r évidente de la sagacité avec laquelle ce jeune géomètre est par- 
er venu à vaincre une difficulté qui avait arrêté des maîtres de l'art, 
rr et qu'il était important de résoudre pour le perfectionnement de 
çf la théorie des solides ^'^ ^ 



^'^ Nous anroDS à dire plus tard que l'Institut le so janvier i8is;msërë dans 

M. Bertrand est parvenu, il y a quelques le Journal de V Ecole Polytechnique, xvrca- 

annëes, à une démonstration plus simple hier, p. 87-98. 
de ce théorème important. ^'^ Voir Correspondance sur VEcole Poly- 

^*^ Q* Mémoire sur les polygones et les technique y t. II, p. 366. 
polyèdres. In à la première classe de 
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La démonslration du thcorème d'Ëiiciide donna iieu à Lagrange 
de remarquer que ie problème de ia déformation d'une surface sans 
déchirure ni duplicature est insoluble toutes les fois que la surface, 
étant convexe ou fermée, devra rester telle après la déformation. 

Caucby évoque ce souvenir de 1812 dans son rapport sur un 
Mémoire de M. Ossian Bonnet, concernant quelques propriétés géné- 
rales des surfaces et des lignes tracées sur les surfaces ^^K 

Si un début aussi brillant semblait promettre à la pure Géomé- 
trie un esprit vigoureux, qui certainement aurait hâté ses progrès, 
bientôt on a reconnu que les prédilections du jeune géomètre étaient 
pour l'Analyse : et nous n'aurons malheureusement que quelques 
occasions rares de signaler un nom devenu si illustre. 

XII. — Gaultier, de Tours. 

La question de construire une sphère tangente à quatre sphères 
données a fixé l'attention d'un grand nombre de géomètres. Des- 
cartes dit, dans une de ses lettres à Mersenne, qu'il l'a résolue par 
la ligne droite et le cercle ^^'. Fermât en a fait le sujet d*un tra- 
vail, dans lequel il ramène la solution cherchée à celles de plu- 
sieurs autres problèmes qu'on peut regarder comme des cas parti- 
culiers de celui des quatre sphères ^^K Ce travail laissait donc à 
désirer une solution générale et directe, de laquelle se pourraient 
conclure au contraire celles des cas particuliers. Depuis, de telles 
solutions directes avaient été obtenues, mais toujours par le calcul, 
d'abord par Euler, qui en communiqua deux, en 1779, à TAca- 

('^ Comptes rendus des séances de l'Aea- rr règle et le compas : Invemre diameirum 

demie des sciences, t. XXI , p. 56/î , ann. ttspherœ tangentis alias quatuor positione et 

1 845. ft fnagnitudine datas . . . v ( Voir Œuvres de 

^^ Letlre du i5 avril i63o: erPourles Descartes, éd. Cousin, l. VI, p. 99.) 
(r problèmes j'en mettrai ici trois, ^^^ Ce traité a été traduit par Ba- 
raque j'ai autrefois trouves sans aide que chette, et insère dans \e Journal de l'Ecole 
ffla gëomëtrie simple, c'est-à-dire avec la Polytechnique, vn* cahier, p. 379. 
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demie de Saint-Pétersbourg^^^; par Carnot, dans sa Géométrie de 
positwn^^^; par J. Français (^^, Poisson W^.Binet'^^ et Hachette ^®^. 

M. Gaultier, ancien élève de l'Ecole Polytechnique et professeur 181 q. 
de Géométrie descriptive au Conservatoire des arts et métiers, 
donna le premier une solution géométrique générale du problème. 
Le beau travail qui contient cette solution est intitulé : Mémoire sur 
les m>oyens généraux de construire graphiquement un cercle déterminé par 
trois conditionSy et une sphère déterminée par quatre conditions. Il fut 
présenté en 1812 à la première classe de l'Institut, qui en ordonna 
l'insertion dans le recueil. des Savants étrangers^'^K 

C'est dans ce Mémoire que se trouvent pour la première fois les 
expressions axe radical, centre radical y etc. qui se sont conservées. 

Xni. — SoPHiR Germain. 

Nous avons à citer ici un fait bien rare dans l'histoire des 181 3 
sciences, une savante mathématicienne , M"* Sophie Germain, rem- 
portant un grand prix de Tlnstitul, sur une des questions de Phy- 
sique mathématique les plus nouvelles et les plus ardues : la théo- 
rie des surfaces élastiques^^\ M"* Sophie Germain avait développé ses 

^'^ Ces deux solutions nonf paru qa'au ^*^ Journal de l'Ecole Polytechnique, 

commenoement de ce siècle, dans le Re- xvn* cahier, 181 5, p. 1 1 3. 

cueil de l'Académie de Saint-Pétersbow^g, ^*^ Journal de V Ecole Polytechnique, 

1807-1808 (imprime en 1810). xvn* cahier, p. 199. 

^'^ Géométrie de po$ition,f.lii6. — Car- ^^^ Mëmoii*e imprimé dans le Journal 

not se propose de déterminer le rayon de de l'Ecole Polytechnique, xvi* cahier, 1 8 1 3, 

la sphère cherchée , par on cdcui trigono- p. 1 ^ /i-a 1 /i . 

métrique d'une exposition fort simple , ^"^ La question proposée dans la séance 

mais d'une longueur pénible. du 5 avril 1809 était de : Donner la théo- 

^^^ Voir Correspondance sur l'Ecole Poly- rie mathématique des vibrations des surfaces 

technique, t. II, 1810, p. 63; et Annales élastiques, et la comparer à Veœpérience. 

de Mathématiques de Gergonne, t. III, Le prix devait être décerné dans la séance 

1819, p. i53. publique du premier lundi de janvier 1 8 1 q. 

^^^ Bulletin de la Société philomaÛUque , Dans la séance publique du 6 janvier 

i8i9,p. i/ii. 1819. le concours fut proro^ré au 1 " oc- 

3. 
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heureuses dispositions pour les Mathématiques par Tétudc des ou- 
vrages de Lagrangc, de Legendre, de Gauss, deFourier, et dans ses 
entretiens avec ces grands géomètres. Bien qu'elle ne connAt pas 
pei^onnellement Gauss, elle correspondait avec lui, sous le nom 
fictif d'ancien élève de l'Ecole Polytechnique. Elle fut plus profon- 
dément mathématicienne que la marquise du Ghastellet et que 
W^ Agnesi, et elle avait l'esprit philosophique de cette dernière. 

M. Terquem a consacré à M'^ Sophie Germain un intéressant 
article biographique dans ses Nouvelles Annales de Mathématiques ^^l 



XIV. — Olinde Kodrigubs. 

0. Rodrigues, après s'être signalé très-jeune encore, en 181/1, 
par quelques travaux relatifs à la Mécanique analytique, insérés 
dans la Correspondance sur FEcole Polytechnique^ publia vers le même 
i8i5. temps un Mémoire fort remarquable, renfermant des Recherches sur 
la théorie analytique des lignes et des rayons de courbure des surfaces y 
et sur la transformation d^une classe dUntégrales doubles qui ont un 
rapport direct avec les formules de cette théorie ^'\ 

Dans la première partie de ce travail, l'auteur exprime pour la 
première fois les équations qui déterminent les lignes et les rayons 
de courbure des surfaces, au moyen des cosinus X, Y, Z des 
angles que la normale fait avec les axes coordonnés. Les formules 



tobre 1 8 1 3 ; le prix devait être décerne ie 
premier lundi de 1 8 1 A. Un Mémoire (c'était 
celui de M"* Sophie Germain) obtint alors 
une mention honorable; et la même ques- 
tion fut de nouveau proposée , pour le prix 
ë décerner le premier lundi de janvier 
1816. 

Le prix a été décerné, dans la séance 
du 8 janvier 1 8 1 6 , à M"' Sophie GBiuiAm. 

Commissaires : MM. Poisson , Laplace , 
Legendre, Poinsot, Biot. — Rapport, le 
26 décembre 181 5. 



(') T. XIX, 1860, p. 9-19 du Bulletin 
de bibliograpUe, d'histoire et de biogrtqMe 
mathématiques. On trouve encore dans le 
tome XX , p. 1 /î-i 6 , une analyse de rou- 
vrage laissé par M"* Sophie Germain , sous 
le titre de : Considérations sur l'état des 
sciences et des lettres aux diverses époques 
de leur culture, publié deux ans après sa 
mort; in-8*' de loâ pages, i83/i. 

^*' Voir Correspondance sur l'Ecole Po- 
lytechnique y 3* volumo (n" a , mai 1 8 1 5 ) , 
p. i6*j-i8a. 
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élégantes et simples que l'on obtient ainsi ont été depuis employées 
bien souvent dans les recherches analytiques relatives à la théorie 
des surfaces. Rodrigues montre combien elles facilitent les intégra- 
tions et l'interprétation géométrique des résultats, en les appliquant 
à la solution des questions suivantes : i"" détermination des sur- 
faces dont un des rayons de courbure principaux est infini; 2° dé- 
termination des surfaces dont un des rayons de courbure princi- 
paux est constant; 3** détermination des surfaces dont une des 
lignes de courbure, en chaque point, doit être parallèle à un plan 
donné. Ces questions avaient été traitées par Monge dans Y Analyse 
appliquée j mais par des considérations beaucoup plus compliquées. 

La seconde partie du Mémoire est consacrée à l'étude d'une 
classe d'intégrales doubles. L'expression de l'inverse du produit des 
rayons de courbure principaux d'une surface , en fonction des co- 
sinus X et Y, donnée dans la première partie, a un rapport mani- 
feste avec la formule qui sert à transformer les intégrales doubles. 
Cette remarque est le point de départ des recherches de Rodrigues. 
Parmi les résultats obtenus par l'auteur, nous citerons le suivant, 
qui est le plus remarquable : Si Von multiplie chaque élément (Fune 
surface S par V inverse du produit des rayons de courbure principaux en 
un point de cet élément^ et que Von fasse la somme des produits relatifs à 
tous les éléments contenus dans un contour fermé C , on aura V expression 
de la portion de surface d!une sphère de rayon 1 , terminée au contour lieu 
des extrémités des rayons respectivement parallèles aux normales de la 
surface S menées par les différents points du contour C. 

Cette proposition, que Binet démontra aussitôt par une consi- 
dération géométrique fort simple ^^^ ne diffère pas du beau théorème 
donné plus tard par Gauss, et dont l'illustre géomètre a déduit 
la notion si importante de la courbure totale en chaque point d'une 
surface. 

La thèse de Rodrigues pour le doctorat, ayant pour sujet l'at- 

^'^ \oir Bulletin de la Société phiiomathiqtte, arm 30. 
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traction des sphéroïdes ^'^ est un travail important, qui se dis- 
tingue, comme le précédent, par l'originalité et lelégance de la 
marche suivie par Tauteur. Toutefois cette marche était en partie 
semblable à celle que Gauss avait suivie deux ans auparavant dans 
cette même question (^). Comme Gauss, Rodrigues est amené à in- 
troduire rintégrale qui exprime la somme des éléments d'une sur- 
face fermée, multipliés chacun par le cosinus de Tangle que la 
normale à la surface, dirigée de dedans au dehors, fait avec le 
rayon mené au point attiré, et divisés par le carré de ce rayon. 
Et il prouve que cette somme est nulle ou égale à /itt, selon que le 
point attiré est à Textérieur ou à Tintérieur de la surface. C'est ce 
qu avait fait déjà Gauss, en démontrant en outre que l'intégrale est 
égale à 27r lorsque le point attiré est sur la surface. Mais Rodrigues 
s'écarte d'une manière fort heureuse de ce travail (qu'il ne con- 
naissait probablement pas). Il introduit l'idée de la couche inGni- 
ment mince comprise entre deux ellipsoïdes homothétiques, con- 
centriques. Il regarde le volume élémentaire dx, dy^ dz comme 
appartenant à une telle couche; et ce mode de décomposition de 
l'ellipsoïde, employé pour la première fois, lui procure une solu- 
tion nouvelle de la question. Cette considération Ta conduit immé- 
diatement à la démonstration générale du théorème de Maclaurin 
sur l'attraction des ellipsoïdes de mêmes excentricités. 

La couche ellipsoïdale n'avait point été remarquée dans le tra- 
vail de Rodrigues, parce qu'elle est introduite tacitement en quel- 
que sorte. On sait que Poisson y a été conduit de son côté dans 
son Mémoire de i833 sur l'attraction des ellipsoïdes^'^. 

^') Correspondance polytechnique y t. III , de la Sociëtë royale de Gœltingue, vol. Il , 

p. 361-385. i8i3.) 

^*^ Theorta aitractionis corporum sphœ- ^^^ Mémoires de V Académe des sciences y 

roidicorum cUipticorwn hoinogeneorum me- t. XIll, i835, p. 497-545. 
thodo nova tractata. (Nouveaux Mémoires 
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XV. PONCELBT. 

Le général Poncelet, alors capitaine du génie, a fait connaître, 1817. 
en 1817, par quelques articles insérés dans les Annales de Mathé- 
matiques de Gergonne, et par des réflexions sur Tusage de l'Ana- 
lyse algébrique, sa prédilection bien prononcée pour les recherches 
de pure Géométrie. Il était bien inspiré, car cette voie la conduit 
à de brillantes découvertes. 

£n 1822 il mit au jour le Traité des propriétés projectives des iStia. 
JigureSj qui marque un pas considérable dans la science. 

L'objet principal de ce grand ouvrage est d'établir certaines re- 
lations entre deux figures qui sont la perspective l'une de l'autre; 
ce qui permet de ramener la recherche des propriétés d'une 
figure à celle des propriétés d'une figure plus simple; par exemple, 
des propriétés d'un système de deux coniques à celles de deux 
cercles. Dans la perspective, les deux figures sont situées dans 
deux plans différents; si l'on fait tourner le plan de l'une au- 
tour de l'arête commune , elles sont encore en perspective , c'est- 
à-dire que les droites qui joignent les points homologues concou- 
rent encore en un même point de l'espace. Et cela a lieu même 
lorsque le plan tournant vient coïncider avec le plan resté fixe. 
C'est dans cette position relative que Poncelet considère les deux 
figures : il les appelle homologiques ; le point de concours des droites 
qui joignent les points correspondants est le centre d^homologiey et 
l'arête commune des deux plans, Yaxe (Thomologie. 

Une figure étant donnée, Poncelet construit dans le même plan 
une figure homologique, au moyen du centre et de Yaxe d^ho- 
mologie. Cette théorie des figures homologiques l'a conduit à de 
nombreuses propriétés des sections coniques et à quelques notions 
nouvelles, telles que celle des foyers, qui se sont étendues plus tard 
aux courbes d'ordre quelconque. 
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Quand deux coniques ont un liénic foyer, ce point est un centre 
(Thomoloffie. Il s'ensuit qu'une conique et un cercle qui a son centre 
en un des foyers ont pour centre d'Iioinologie ce foyer. Par consé- 
quent, les tangentes éHune conique menées par nn foyer sont les asyn^ 
ptotes d'un cercle. En d autres ternies : Les foyers dune conique sont les 
points de rencontre des tangentes menées à la conique par les deux points 
imaginaires dun cercle situés à Tinfni. 

On peut encore dire que : Les foyers dune conique sont des points 
qu'on peut considérer comme des cercles de rayon nul y ayant un double 
contact avec la conique^^K 

Ces considérations ont permis de généraliser la notion du foyer, 
comme nous venons de le dire, et de Tétendre à des courbes d*ordre 
quelconque. C'est à M. Plûcker que Ton doit cette généralisation (4. 
M. Salmon la reproduite dans son excellent Traité sur les eowrhes 
d ordre supérieur. 

On distingue surtout, dans le Traité des propriétés projectweSy ce 
beau théorème, qui a fixé l'attention des analystes, et dont Jacobi a 
fait une application utile dans la théorie des fonctions elliptiques (') : 

Lorsque plusieurs coniques ont mêmes sécnntes communes y si Ton inscrit 
dans Tune de ces courbes un polygone dont tous les côtés ^ moins un y soient 
tangents aux autres courbes y puis que Ton déforme le polygone y en fai- 
sant glisser ses sommets sur la première conique y et ses côtés sur les 
autres coniques y le côté libre' et toutes les diagonales du polygone rou- 
leront sur d autres coniques ayant mêmes sécantes communes avec les 
proposées. 

Outre la théorie des figures homologiques, l'ouvrage de Pon- 
celet renferme une autre méthode de transformation des figures, 
dans laquelle ce sont des droites qui correspondent à des points 

^*^ Traité des propriétés projectives , (Voir Journal ilo Crello, t. \, i833, 

art. /i5j. p. 84-91.) 

^*^ Uber solche Puncte, die bei Curven ^*^ Jounml de Crelle, t. III, iSaS, 

einer hôheni Ordmmg ahs der zweiten den p. 37G-389. — Journal de Mathématiques 

Brennpuncten der Kegelschnitte entsprechen. de M . Lion villo . I . \ , 1 8 6 ô , p. /i 3 5-4 A /i . 
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et des points à des droites. C'est la théorie des polaires réciproques y 
figures construites à 1 aide d'une section conique prise arbitraire- 
ment. 

Quelques exemples de ce procédé de transformation des figures 
se trouvaient déjà, d'abord dans un Mémoire de 1 806, de Brianchon, 
comme nous Tavons dit, puis dans les Annales de Mathématiques de 
Gergonne^*'; mais Poncelet l'a mis en usage avec un grand succès 
dans le Traité des propriétés prcjectives , et bientôt après en a fait 
le sujet d'un Mémoire important, sous le titre de Théorie générale 
des polaires réciproques ^^K Cette théorie en se répandant donna 
lieu à un grand nombre de recherches qui enrichirent notamment 
la Géométrie des courbes et des surfaces du second ordre 

La correspondance qu'offrait ainsi la théorie des polaires récipro- 
ques reçut de M. Gergonne le nom de principe de dualité^^K Toute- 
fois il est juste de dire que la théorie des polaires était alors le seul 
procédé connu pour faire les transformations qui constituent aujour- 
d'hui ce principe de dualité. 

Nous citerons ici un théorème du Traité des propriétés projectives, 
fort simple, mais où l'on peut reconnaître le point de départ d'une 
autre méthode de transformation des figures, qui a donné lieu à 
des applications fort utiles. 

Voici ce théorème : Étant données deux coniques et une droite quel- 
conque^ le lieu du point (^intersection des polaires de chaque point de 
cette droite relatives aux deux coniques est une conique qui passe par les 
trois points dUntersection des trois couples de cordes communes aux deux 
coniques proposées f^. 

On transforme ainsi une droite en une conique, et l'on peut 
reconnaître immédiatement qu'une courbe d'ordre m produit une 
courbe d'ordre 2m, ayant trois points multiples d'ordre m, qui sont 
les points de concours des trois couples de cordes conjuguées coni- 

^*^ T. I, 1810-1811, p. iQQ et 190, ^^^ Annales de Mathématiques, t. XVI, 

articles de MM. Encontre et de Stainville. i8â5-i896, p. 309. 
^•^ /(wm.deCrelle,t.IV,p. t-71,1899. ^*^ P. 198,8^.870. 
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munes aux deux coniques. On peut môme remplacer les deux co- 
niques par deux de ces trois couples de cordes, cestrà-dire par 
deux couples de droites quelconques; en d'autres termes, par deux 
angles rectilignes, par rapport auxquels on prend les polaires de 
chaque point de la figure que l'on veut transformer ^^K 

Le Traité des pmpriétés projectives est précédé d'une pré&ce fort 
instructive, dans laquelle l'auteur a rappelé avec beaucoup de soin 
et un esprit de justice bien louable toutes les recherches, tous les 
résultats de ses prédécesseurs. 

L'ouvrage se termine par un Supplément, où Poncelet étend 
aux figures à trois dimensions son principe des figures homoio- 
giques. 11 appelle ce mode de transformation des figures : perspec- 
tive-relief. II l'applique à la déformation d'une et de deux sphères, 
qui deviennent des surfaces du second ordre, et il démontre ainsi 
quelques propriétés de ces surfaces, notamment ce beau théorème, 
qui se présente maintenant dans beaucoup de recherches, savoir : 
Par les courbes (T intersection de deux surfaces du sec<md ordre pasMmU, 
en général , quatre cônes du second ordre. 

A ce théorème correspond le suivant, que Poncelet a démontré 
dans son Mémoire sur les polaires réciproques , savoir : La surface dé- 
vehppable circonscnte à deux surfaces du second ordre a quatre lignes 
de striction qui sont des coniques. 

L'auteur appelle ligne de striction la courbe lieu des points de 
rencontre, deux à deux, des génératrices de la développable. 



^'^ Cette construction au moyen de 
deux couples de droites a étë employée 
par M. H. A. Newton, de New-Haven (si 
coDuu des astronomes par ses études sur 
les phénomènes des bolides et des étoiles 
filantes), dans un Mémoire On thegeome- 
trical construction of certain curves hy points, 
(Voir The Mathematicai Monthly, t. III, 
p. s 35-3/1/1, 268-379; Cambridge.) 

II existe d'autres modes de transforma- 



tion des figures, qui condaisenl aux 
mêmes résultats, savoir : que , ë une couribe 
d'ordre m , correspond une courbe d'ordre 
Qfit^ douée de trois points multiples d'or- 
dre m. Nous aurons à en parler ullë- 
rieurement (ch. m), et à citer diverses 
méthodes, soit analytiques, soit géomé- 
triques, de MM. Magnus, Steiner, Schia- 
parelli , Transon , Hirsl et Darboux. 
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Le Traité des propriétés projectives fut suivi presque aussitôt de 183 4. 
deux Mémoires également fort importants : 

1® Mémoire sur les centres des moyennes harmoniques y pour faire suite 
au Traité des propriétés projectives des figures et servir dUntrodu^c- 
lion à la théorie générale des propriétés projectives des courbes et surfaces 
géométriques ^^\ 

11° Mémoire sur la théorie générale des polaires réciproques^ pour i8a&. 
faire suite au Mémoire sur les centres des moyennes harmoniques^^K 

Dans le Mémoire sur la théorie générale des polaires récipro- 
ques, Poncelet considère surtout le cas où la surface auxiliaire 
par rapport à laquelle on prend les plans polaires des points de 
l'espace est une sphère. Il transforme ainsi les relations métriques 
projectives qui existent entre des segments, en relations entre des 
sinus d'angles, et parvient à de nombreux théorèmes nouveaux. 

Poncelet a remarqué que, dans ce système, la transformée 
polaire d'une sphère est une surface du second ordre de révolu- 
tion, ayant un foyer au centre de la sphère directrice : ce qui 
permet de transporter les propriétés connues d'un système de 
sphères à un système de surfaces de révolution de même foyer. 

Un troisième Mémoire, présenté comme faisant suite aux deux iSûi. 
précédents, a pour titre : Analyse des transversales ^ appliquée à lare- 
cherche des propriétés projectives des lignes et surfaces géométriques ^^\ 

L'auteur part d'un théorème de la Géométrie déposition de Car- 
not, sur la relation qui existe entre les segments formés sur les 
côtés d'un triangle par une courbe d'ordre quelconque. 11 tire de 

<') Lu à rAcadëmie le 8 mars i8a&. i83i. {Journal de CreHe, t. VIII, i83a , 

(/ottrna/deCrelle, t. III, i8a8,p. âi3- p. 21-/11, 117-137, ai 3-a5a, 370-4 10.) 

379.) — Ces trois Mémoires ont ëtë reproduits 

^*) Lu à rAcadëmie le la avril 18a A. dans le second volume d'une nouvelle 

(Journal de Crelle , t. IV, 1 Sag , p. 1-71.) édition du Traité des propriétés projectiveê ; 

^^ Lu à rAcadëmie le 3o septembre Gauthier- Villars, a vol. in-4°, 1866. 
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là diverses conséquences, dont il double même le nombre par la 
théorie des polaires réciprocpies. 
i83a. ^ote sur quelques principes généraux de la transfomuUÙm des rela- 
tions métriques desfgureSy et spécialement sur la tramfarmation des re- 
lations métriques projectives orthogonalement en d'autres qui le soient (Xh 
niquement^^K — Celte Nottî, fort étendue, se rapporte aux Mémoires 
précédents, et a pour objet principal , comme le titre Findique, de 
transformer des relations projectives ortliogonalement en d'autres 
qui le soient d'une manière générale. C'est à roccasion de deui 
Mémoires sur les transfonmitiatis paraboliques y publiés dans les tomes 
V et VI de la Correspondance mathématique de M. Quetelet, dont il 
sera question plus loin, que Poncelet a cherché à étendre les ap- 
plications de la méthode générale des polaires réciproques. 

Dans le Mémoire sur \ Analyse des transversales y de i83i, puis 
]8/i3. dans une Note insérée aux Comptes rendus de F Académie ^ Poncelet 
a généralisé Yinvolution de Desargues, en établissant que : 

Trois groupes de m points, en ligne dwite, sont en involutian lors- 
quils appartiennent à trois courbes ou trois surfaces d'ordre m qui ont 
les mêmes points ou les mêmes courbes d! intersection ^^\ 

Ce sont, comme on le voit, des systèmes de points représentés 

par l'équation 

X+XX'=o, 

dans laquelle X et X' sont des polynômes en x d'ordre m, et A, un 
paramètre variable. 

Poncelet ajoute que : Le rapport des produits des distances d'un 
point du premier groupe aux points des deux autres est constant ^ quel 
que soit le point du premier groupe. 

C'est cette involution , formée de groupes de m points apparte- 
nant à un faisceau de courbes d'ordre rn, que M. de Jonquières, 
dans ces derniers temps, a nommée involution du m""*' ordre (*^. 

^'^ Correspondance mathématique et pliy- ^*^ Comptes reudtis de l'Académie dis 

sique de l'Observatoire de Bruxelles, sciences, t. XVI, i8/i3, p. 953. 
1. VII, i83a, p. ii8-i!i3el i/it-i.>8, - Génmdiso lion de la théorie de t'invo^ 



DE LA GÉOMÉTRIE. Ui 

La lliéorie des polaires servait à transformer une courbe d'ordre 
quelconque en une autre dont l'ordre était égal au nombre des 
tangentes de la première courbe passant par un même point quel- 
conque. Ce nombre des tangentes d'une courbe fut appelé par 
Gergonne classe de la courbe. Ainsi, dans deux courbes polaires 
réciproques^ la classe de l'une était égale à l'ordre de l'autre. 

Mais quelle était la classe d'une courbe proposée d'ordre m? On 
savait que les points de contact des tangentes menées à la courbe 
par un point extérieur se trouvaient sur une courbe d'ordre 
(m — i); que ce nombre était donc m(m — i) au plus. Poncelet 
6t la remarque que , si la courbe proposée avait un point double , 
la courbe d'ordre (m — i) passerait par ce point, cpii compterait 
même pour deux dans Je nombre m (m — i ) ; qu'ainsi un point 
double diminuait de deux unités le nombre des tangentes, c'est- 
à-dire la classe de la courbe proposée, et par suite l'ordre de la 
courbe polaire. Il fit remarquer aussi qu'à un point double d'une 
courbe correspondait dans ses polaires une tangente double, et 
à un point de rebroussement une tangente d^injlexion. 

Il restait encore à connaître l'effet d'un point de rebroussement 
et d'un point multiple d'ordre quelconque, relativement à la classe 
d'une courbe, et conséquemment à l'ordre de la courbe polaire. 

Ces questions firent le sujet des recherches de M. Plûcker : ce 
géomètre éminent détermina en outre le nombre des tangentes 
d'inflexion et celui des tangentes doubles d'une courbe affectée de 
points de rebroussement et de points multiples. Les formules qui 
portent son nom sont aujourd'hui d'un usage continuel dans la 
théorie des courbes, et souvent même dans celle des surfaces'*'. 

lution. {Voir Annali di Matematica, t. II, des courbes, p. io5-io8. ^ Journal de 

iSSg, p. 86-9/ï.) Mathématiques de M. LiouviUe, t. II, 

^'^ Journal de Mathématiques de Crelle , 1 887 : Sur les points singuliers des courbes, 

t. XII, iSSk: Solution d'une question /on- p. 11-1 5. — Théorie der algebraischen 



damentak concernant la thimie gJÊiérû Curven; Bonn, iSSg. in-^*. 
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XVr. — M. Umi. 



1818. Dans un petit volume intitulé : Examen de$ différentes wMoàf 
employées jwur résoudre les problèmes de Géométrie ^^\, M. Lamé, alon 
élève au corps des Mines, a présenté des réflexions fort justes sur 
l'étude des Mathématiques et fait connaître des résultats nouveanx, 
qui ont donné lieu à des recherches ultérieures. 

Voici, d'après le jeune auteur lui-même, les pointa qui méri- 
taient surtout de fixer Tattention des géomètres : l'expression ana- 
lytique de la communauté d'intersection des lieux géométriques; 
la détermination complète des courbes et surfaces du second degré 
lorsqu'on donne un nombre suflisant de leurs points; la théorie 
des courbes et surfaces représentées par ks équations 

h^=l, h — -I =1; 

a étant entier ou fractionnaire, positif ou négatif. 

M. Lamé recommande la culture simultanée des ressourses que 
peuvent offrir dans chaque question la Géométrie pure et l'Analyse. 
Dans un passage intitulé : Avantages de la Géamétriej il dit : crQue 
(T doit-on le plus admirer, ou du calcul qui commence les travaux 
cravec confiance et finit presque toujours par répondre à la ques- 
(rtion, ou de la Géométrie qui part sans rien promettre et revient 
(T quelquefois offrir, avec la solution du problème, celle de plusieurs 
r autres qu'on ne lui demandait pas et <|u'c]le a recueillis sur son 
(T passage? Tî (P. 19.) 

C'est dans cet ouvrage que se trouve Téquation A 4- XB = o 
d'un système de courbes ou de surfaces ayant une communauté 
d'intersection deux h deux. Parmi les applications de cette équation, 
si utile dans toutes les recherciies de Géométrie , nous citerons les 
théorèmes suivants, qui alors n'étaient pas sans mérite : Lorsque plu- 
sieurs surfaces du second ordre se coupent suivant une même courbe, les 
plans diamétraux conjugués à des dinmèlres parallèles de ces surfaces 

^'J Paris, l8t8,in-8^ 
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96 coupent tous suivant une même droite. — Lorsque plusieurs surfaces 
du second ordre passent par huit points donnés , leurs plans diamétraux 
conjugués à des diamètres parallèles passent tous par un même point. 

Signalons encore ce beau théorème, complété si élégamment 
par M. Hesse : Lorsque des surfaces du second ordre ont sept points comr 
muitëy elles en ont un huitième ^ qui se déduit des sept premiers ^^\ 

Tel a été le début de M. Lamé, dont le nom se retrouvera dans 
l'analyse des travaux les plus importants de notre époque. 



XVII. — Fresnbl. 

Surface des ondes. 

Les questions de Physique mathématique donnent souvent lieu 
à la considération de surfaces courbas et conduisent ainsi à des 
résultats qui rentrent dans le domaine de la Géométrie. 

Les grands travaux du siècle, dans cet ordre de recherches, 
prennent leur point de départ dans la théorie de la chaleur créée 
par Fourier (^', et surtout dans les travaux de Fresnel sur la double 
réfraction et sur la polarisation de la lumière. 

Si l'Analyse est redevable à Fourier, qui le premier, en 1807 W, 



^*) Uéminent géomètre de Koenigsberg 
a doDnë une coDstruction linéaire de ce 
haitiènie point. (Voir Journal de MathémaL 
de Crelle, t. XXVI, 1843, p. tiy-iôi.) 

^*^ Les phénomènes de la chaleur avaient 
filé, dès 1736, l'attention de l'ancienne 
Académie, qui avait proposé comme su- 
jet de prix ï Etude de la nature et de la 
propagation du feu. U y eut quinze con- 
currents: trois furent couronnés; fun 
était Euler. On sut que parmi les autres 
se trouvaient Voltaire et la marquise du 
Chastellet, qui traduisit le grand ouvrage 
des Prindpeê mathématiques de la Philoso- 
phk mëfmtëi^ de Newton. 

econd l^ibnitz pour 



la variété et la profondeur de ses vues, 
qu'est due la loi de la propagation de la 
chaleur dans une barre métallique mince 
exposée par Tune de ses extrémités à 
l'action constante d'un foyer de chaleur. 
L'expérience conBrma ses résultats théo- 
riques, qui deviurent la base des re- 
cherches ultérieures et de l'importante 
théorie de la chaleur, qui demandait le 
génie mathématique de Fourier. 

^'^ Théorie du mouvement de la chaleur 
dans les corps solides. Mémoire envoyé à 
l'Institut à la fin de 1807. Un extrait a 
paru, en 1 808, dans le Bulletin de la So- 
ciété philomathique , p. lis. Ce Mémoire, 
couronné par l'Institut dans la séance du 



àS 



RAPPORT SUR LES PROGRÈS 



apprit à traiter l'équation qui exprime la loi de propagation de la 
chaleur dans un corps à trois dimensions, c/est à Fresnel que la 
Géométrie doit la connaissance de la surface des ondes lumineuses, 
que son génie sut découvrir dans des phénomènes compliqués et 
délicats dont Tétude a toujours été depuis le sujet des recherches 
d'un grand nombre de géomètres. 
i8ai. Les premiers travaux de Fresnel furent présentés à rAcadémie 
des sciences en 1 8i) i , sous le titre de : Mémoires stir la double réfrac- 

On devait à Huygens^^^ la connaissance de Tonde ellipsoïdale, par 
laquelle le grand géomètre expliquait le phénomène de la double 



6 janvier 1 8 1 a , fait partie des Mémoires 
de l'Académie des sciences, t. IV, i8a4, 
p. i85-55o, et t. V, i8a6, p. i53-Q/iG. 

^*^ Voir Mémoires de l'Académie des 
sciences, t. VII. 1827, p. /i5-i76. 

^'^ Le noiii d'Huygcns est écrit ici exac- 
tement, et n'a jamais été lluyghens, 
comme on le troave dans quelques ou- 
vrages, notamment dans la réimpression 
récente des Œuvres de Fresnel, qui lui- 
même cependant n'avait point commis 
cette erreur dans ses Mémoires originaux 
insérés dans les Mémoires de V Académie 
des sciences (t. V et VU), où il a toujours 
écrit Huygcns. 

11 n'existe en fait aucune signature 
d'Huygens qui excuse Finad ver tance que 
nous devons signaler. Ses lettres sont 
nombreuses : on en connaît notamment 
une vingtaine adressées à Boulliau, et 
deux à Colbert; elles sont signées Huygens 
de Zuylichem, Trois, qui appartiennent à 
la Bibliothèque de l'Institut, sont signées 
Hugens de Zulichem, parce que, pendant 
son séjour en France (de 166(1 a 168/i), 
Huygens a parfois supprimé l'y, pour se 
conformer à la prononciation française; 



mais sans introduire Vh qui constitue T 
reur actuelle. 

Dans les procès- verbaux de rancienof 
Académie dos sciences, ainsi que dans 
les Phiiosophical TransacUons de la Société 
royale de Londres, on a toujours sorri 
cette orthographe de convention , ea écri- 
vant Hugens. C'est celle aussi de Leibniti 
et du man}uis de Lhopital, dans leur cor- 
respondance publiée par M. C. I. Gerhardt, 
sur les manuscrits originaux de la biblio- 
thèipie de Hanovre {Leibniz's moAewut- 
tische Schriflen, Berlin, i85o). On sait 
que , dans tous les ouvrages latins publiés 
par Huygens lui-même, et dans ses vo- 
lumes d'œuvres posthumes, son nom est 
toujours écrit Hugenius, 

Les journaux littéraires de ce tânps, 
dont plusieurs s'imprimaient en Hollande 
et devaient respecter le nom du grand 
géomèti'e , s'accordaient , en effet, à écrire 
Huygens, et auraient dû servir d'exemple. 
Tels sont : la BibL universelle et kistorifiu 
( Amsterdam) ; les Nouvelles de la RépubH" 
que des /effre^ (Amsterdam); les Mémoires 
de mathématique et de physique, tirés des 
registres de l'Académie royale des sciences 
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réfraction. Fresnel reconnut qu'une surface aussi simple était insuf- 
fisante dans le cas général des cristaux à deux axes, et que la surface 
devait alors être formée de deux nappes distinctes, se réduisant, 
dans le cas des cristaux à un seul axe, à l'ellipsoïde de révolution 
d'Huygens et à une sphère concentrique; qu'elle devait par con- 
séquent s'élever au quatrième ordre. Quelques circonstances in- 
diquaient en outre qu'elle ne pouvait pas être d'un ordre supé- 
rieur. Ces considérations suffirent au grand physicien pour former, 
en quelque sorte expérimentalement, l'équation d'une surface qui 
satisfaisait à tous les phénomènes. C'était la véritable équation des 
ondes, qui fut vérifiée théoriquement, quelque temps après, par 
Ampère, comme nous le dirons tout à l'heure. Ajoutons d'abord 
que Fresnel sut reconnaître, dans l'équation trouvée par lui, une 
construction élégante de la surface, qui s'exprime par un beau théo- 
rème, devenu le point de départ, en Géométrie, de nombreuses 
recherches depuis près d'un demi-siècle, et dont voici l'énoncé : 

Que Von coupe un ellipsoïde (dont les trois demi-axes sont propor- 
tionnels aux racines carrées des trois élasticités principales du 



(Amsterdam, 1738); les Mémoires pour 
servir à l'histoire des hommes illustres de la 
république des lettres de Nicëron (t. XXX, 
Paris, 1733); le Dictionnaire historique 
de Chauflepië (Amsterdam, 1760). 

L'altëration quant à Y h s'est rencoD- 
trëe parfois dans le siècle dernier, et a 
été le sujet d'observations précises de La- 
lande, dans les Mémoires de F Académie 
des sciences de 1778, et de Biot dans la 
Biographie universelle, en 1818. Aussi 
Montuda, dans son Histoire des Mathé- 
matiques; Bailly, dans son Histoire de 
l'Astronomie moderne (3* édition, 1786); 
Delambre, dans ses Analyses des travaux 
de r Académie, et dans son Histoire de 
l'Astronomie moderne; Laplace, dans sa 
Mécanique céleste (édition de 183 5, re- 



produite en 1 843-^7, Imprimerie royale) ; 
M. Mathieu , dans Y Histoire de l'Astronomie 
au xviii' siècle par Delambre; Ampère, 
dans son Mémoire sur la surface des ondes 
(Annales de Chimie, t. XXXIX); Fourier, 
dans les Mémoires de T Académie de 189 & 
{Éloge de Herschel); Arago, dans sa No- 
tice biographique sur Ampère, dans sa 
Carte de la lune, etc. ont écrit Huygens, 
Dans les deux volumes d'œuvres posthu- 
mes publiés à la Haye, en i833, par 
M. P. J. Uylenbroek, oii se trouvent de 
nombreuses lettres adressées à Huygens 
ou écrites par lui, son nom est toujours 
Huygens, Enfîn lord Brougham et sir Da- 
vid Brewster, dans leurs ouvrages sur la 
vie et les découvertes de Newton, ont 
aussi toujours écrit Huygens. 
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milieu, ou bien aux vitesses de la tuniière suivant les axes de ces 
élasticités) par des plam diamétratur, et quon mène par son centre^ 
perpendiculairement à chiique plan, des rayons vecteurs égatix à ckor 
cun des demi-axes de la section diamétrale y les extrémités de ces rayons 
fonnent la surface de Fonde. 

Bientôt après, Ampère et Cauchy obtinrent directement Téqua- 
tion de la surface : Ampère d'abord, par un calcul très-pénible W; 
puis Caucliy, dans le Mémoire fort étendu qui a pour titre : 
Application des formules qui représentent le mouvement d'un système de 
fnolécules sollicitées par des forces d'attraction ou de répulsion mutuelle ^^^; 
et ensuite, plus simplement, dans un Mémoire sur la polarisation 
rectili(fne et la double réfraction^^-. 

L'importance du sujet, au point de vue géométrique, nous porte 
à présenter ici une analyse rapide de diverses recherches auxquelles 
a continué de donner lieu l'admirable ouvrage de Fresnel. 

Vers le môme temps qu'Ampère et Cauchy, sir Jolm W- Herschel 
parvint aussi à Téquation de Fresnel, par un calcul assez simple, 
dans son excellent Traité de la lumièrey écrit pour Y Encyclopédie mé- 
tropolitaine ^ traduit aussitôt en français par MM. Verhulst et Quete- 
let, et accru d'un Supplénent étendu, de M. Queteletf*^ 

Plus tard, deux célèbres géomètres de Dublin, Hamilton^*' et 
Mac Gullagh '^), soumettaient les phénomènes si compliqués et si 
délicats de la lumière à de nouveaux procédés d'investigation em- 
pruntés de l'Analyse et de la Géométrie. Mac Gullagh trouva cette 
nouvelle construction de la surface de l'onde : Que par le centre 



''^ Annales de Chimie et de Physique, 
t. XXXIX, annëe 1828, p. ii3-i45. 

^*^ Exercices de Mathématiques, t. V, 
i83o, p. 19. — Ce volume est resté in- 
complet, ne comprenant que trois livrai- 
sons, XLIX, I. et Ll. 

^^^ Mémoires de r Académie des sciences, 
l. XVUI, i8/»2, p. i53-aiG. — L'illustre 
{jéomètre est revenu souvent sur cette 



grande question. (Voir Comptes rendus ie 
V Académie y t. XI, 18&1, p. 3&i, 36&, 
/Î17, /i55; t. XII, p. 18Û, 188, 819, 
398,/i55,/i87.) 

(*J a vol. in-8', Paris, 1829 et i833. 

^*^ The Transaction of the Royal irisk 
Academy, t. XVI, i83o. 

'*î Ibid, t. XVI , part I ; 1. XVII , part I , 
et t. Wlll.part I. 
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d!un ellipsoïde on mène un plan passant par la normale en un point M 
de la surface y et dans ce plan un rayon OM.^ y perpendiculaire et égal à 
OM, le point Mi sera sur la surface de Fonde. De cette définition de 
la surface, Tauteur déduit une construction élégante de ia nor- 
male en chaque point Mi. Il démontre que cette normale est 
située dans le plan des deux rayons OM, OM^, de même que la 
normale à l'ellipsoïde en M; et que les deux normales sont per- 
pendiculaires entre elles. 

Hamilton découvrait , de son côté , par la considération seule des 
propriétés géométriques de la surface de l'onde, la réfraction conique y 
c'est-A-dire ces phénomènes merveilleux, qu'un simple rayon entrant 
dans un cristal en sort sous l'aspect d'un cône lumineux^ cône du 
second ordre; et, en outre, qu'il existe une infinité de rayons, for- 
mant aussi un cône du second ordre , qui donnent lieu à un seul 
rayon réfracté; phénomènes vérifiés aussitôt par l'éminent physi- 
cien M. Lloyd. 

M. Sylvester, qui consacre ses puissantes facultés plus particu- 
lièrement à la culture de la haute Analyse, avait dirigé néanmoins 
ses premières recherches sur la théorie de Fresnel, quand elle était 
encore très-peu connue, 11 s'est proposé dans une étude approfondie 
d'appliquer les ressources de la Géométrie à l'étude des propriétés 
physiques ^u phénomène de la double réfraction; et dans le cours 
de ce travail il est parvenu à une démonstration fort simple de 
l'équation de Fresnel '^l 

M. Archibald Smith, frappé de la complication de la méthode 
d'Ampère, et prenant l'analyse de Fresnel au point o£i les difficultés 
d'élimination l'avaient arrêté, parvint aussi dans le même temps, 
et par un calcul facile, à l'équation de la surface '^^ 

^'^ Analytieal Development of Fresnel' s neVs Wave surface. Lu à la Sociëtë philo- 

opûcal Theory of Crystah. (Philosophical sophique de Cambridge, en mai i835. 

Magazine, t. XI , 1 887, p. 46 i-iôg , 587- ( Voir Trans, ofthe Camlmdge Philosophical 

54 1; t. XII, p. 341-345.) Society, t. VI, i838, p. 85-89.) 



*^ Investigation ofthe Equation to Fres- 



/i. 
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M. IMiicker iic roiiiiaissail oiicorr que ranuoncc des beaux résul- 
Uits (le iMM. Ilaniilton et Lloyd, <juand il se livra à Tétude de ia 
Fonne générale des mides lumineuses ^". Des considérations de Géo- 
iiK^^trie analytique, fondées sur la tliéorie des polaires réciproques, 
conduisirent Téminent f^éoniètre non-seulement à la démonstration 
(les théorèmes dt^jà connus, mais à diverses propriétés nouvelles, 
qui établissent des relations intimes entre la surface de Tonde et 
rellipsoide qui sert à sa construction. 

Ainsi il vit que : La polaire réciproque de la surface des ondes par 
l'apport à une sphère concetitrique est une nouvelle surface des ondes. 
(Art. tî2.) 

Il démontra d'une manière élégante les propriétés des points 
singuliers et des plans tangents qui touchent la surface suivant un 
cercle. 

Citons encore ce beau théorème : Une des nappes de la surface 
est la polaire réciproque de Vautre nappe par rapport à un certain ellip- 
soïde. (Art. 46.) 

Blanchet, ancien inspecteur général de l'Université, a appliqué 
avec beaucoup de bonheur et de talent les méthodes de Cauchy 
à des questions importantes de Physique mathématique, particu- 
lièrement à la théorie de la surface des ondes, au double point de 
vue analyticpie et physico-mathématique ^^\ 

M. Cayley, dont les recherches s'étendent avec succès sur toutes 
les branches des Mathématiques, a fait connaître une surface gé- 
nérale du quatrième ordre, qu'il nomme tetraédroide , dont la surface 
des ondes est un cas particulier. 

Cette surface est coupée par les plans d'un certain tétraèdre 
suivant des couples de coniques par rapport auxquelles les trois 
sommets du tétraèdre, dans chaque plan, sont des points conju- 

'*^ Journal de Mathématiques de Crelle. t. XIII, p. 18, 889, 988, 1 i5a ; t. XIV, 

t. XIX, année 1889, p. 1-6/i. p. 38, 634; t. XXI, t845, p. 5o5; — 

- Voir Comptes rendus de l* Académie Journal de Mathématiques, t. VII, iSAîi, 

des sciences, t. XII, 18/ti, p. 11 65: p. i3-8/i. 
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gués. Les seize points d'intersection des quatre couples de coniques 
sont des points singuliers de la surface, c'est-à-dire des points où, au 
lieu d'un plan tangent, il existe un cône tangent du second ordre '^^ 

De Senarmont, admirateur intelligent des découvertes de Fres- 
nel, et à qui ses propres découvertes en Physique générale, en 
Cristallographie et en Optique, assignent un rang distingué dans 
l'histoire des sciences physico- mathématiques, s'est proposé de 
commenter et de compléter par des démonstrations faciles, en 
s'écailant à peine de la marche que Fresnel avait adoptée, les 
résultats obtenus par le génie pénétrant de l'illustre physicien- 
géomètre. Ce travail, où se trouve notamment une démonstration 
fort simple de l'équation de la surface de l'onde, a conduit Tauteur 
à diverses conséquences nouvelles, fort intéressantes '^l 

On doit à M. Robert Moon un résumé très-instructif des tra- 
vaux de Fresnel et des divers géomètres et physiciens qui l'ont 
suivi dans l'étude des phénomènes de la lumière ^^\ 

M. Lamé, dans son bel ouvrage sur la Théorie inathémalique de 
V élasticité des corps solides (iSBa), a consacré un chapitre à l'étude 
des propriétés géométriques de la surface des ondes, dans lequel 
on distingue cette importante proposition, qu'i7 eodste sur la surface 
deux séries de courbes , les unes sphériques , les autres ellipsoïdales , for- 
tnant un double système orthogonal. Les premières courbes proviennent 
de l'intersection de la surface par une série de sphères concen- 
triques, et les secondes par une série d'ellipsoïdes concentriques et 
homothétiques. 

On peut dire encore que les deux séries de courbes appartiennent 



^*' Journal de Malhém, de M. Liou ville, 
t. XI, 18&6, p. 391-996. 

^*^ Note sur la théorie mathématique de 
la double réfraction. (Voir Journal de 
Mathématiques, t. VIII. iSâS, p. 36 1- 
378 ; — Journal de l* Ecole Polytechnique , 
\xxv" cahier.) — M. Berirand, dans un 
#^loge de Senarmont, lu à la Soci*'»!^^. df» 



secours des Amis des sciences (séance 
annuelle de ]863), a parfaitement fait 
apprécier Tëtendue et le mérite des tra- 
vaux de réminent physicien. 

^*^ Fresnel and hisfollowers, A Criticism, 
to which are appended OutUnes of théories 
oj diffraction and transversal vibration ; 
Cambridge, i8^, in-8*. 
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à deux séries de cônes qui ont les mêmes lignes focales, et se 
coupent conséquemment à angle droit ^*^ 

M. W. Wallon a fait connaître une génération de la surface des 
ondes par deux séries de cylindres du second ordre, qui se coupent 
deux à deux suivant des courbes gauches du quatrième ordre ap- 
partenant à la surface. Il a reconnu en outre une certaine propriété 
physique de ces courbes t^^. 

M. W. Roberts a exprimé Téquation de la surface des ondes en 
coordonnées elliptiques, et les volumes des deux nappes de la sur- 
face, par des fonctions elliptiques complètes des deux premières 
espèces '''. 

EnCn , plusieurs jeunes géomètres ont pris pour sujet de thèse 
du doctorat, depuis peu d'années, la théorie de la surface des ondes, 
en y introduisant quelques découvertes particulières. Nous citerons 
dès ce moment MM. Galopin (i858), Massieu (1861), Durrande 
(i864), et nous indiquerons plus tard les progrès accomplis par 
M. Mannheim dans la théorie géométrique de cette surface, en 
construisant, outre les normales, ce qu'on savait déjà faire, les di- 
rections des lignes de courbure et les rayons de courbure prin- 
cipaux en chaque point. 

XVIII. — Gkrgonnb. 
A finales de Mathématiques, 

1810. Les Annales de Mathématiques^ fondées en 1810 par Gergonne, 
ancien officier d'artillerie , professeur alors au lycée de Nîmes, puis 
au lycée de Montpellier, ont rendu de grands services, en offrant 
aux géomètres un recueil périodique qui leur manquait, au grand 
préjudice de la science ; car le Journal de l'Ecole Polytechnique et la 

^'^ Leçons sur la Théorie mathématique tical Journal, t. VII, i85â, p. io5-iio, 

del'élasticité des corps solides, m-S% iSb^, et t. VllI, p. 33-34. — ^^^ Annali di 

p. 961-967. Matematica, t. IV, 1861, p. 345-347: 

^*^ The Cambridge and Dublin Mathema- Cubature de la surface des ondes. 
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Correspondance de Hachette , ainsi que le Bulletin de la Société phi- 
lomathique ^^\ ne paraissaient qu'à des époques peu rapprochées, 
et avaient des destinations spéciales. 

La publication mensuelle des Annales de Mathématiques, qui pen- 
dant quinze ans fut la seule de ce genre, se prolongea avec une 
régularité parfaite jusqu'en i83i, époque où les fonctions de rec- 
teur de l'Académie de Montpellier, confiées au savant et respectable 
« 

Gergonne, réclamèrent tous ses soins. 

C'est dans ce recueil que plusieurs géomètres étrangers, notam- 
ment Steiner et Plûcker, ont révélé par leurs premières recher- 
ches leur génie mathématique, et continué leurs importantes pu- 
blications , jusqu'à ce que l'exemple de Gergonne donnât naissance 
à de pareils recueils dans leurs propres pays^^'. 



^*' La Société philomathique , fondée 
sur la 6n de 1788, a compte au nombre 
de ses membres, depuis cette époque, les 
hommes les plus illustres, dont les noms 
ont honoré aussi les diverses sections de 
TAcadémie des sciences. 

^'^ Ces recueils furent : la Correspon- 
dance mathématique et physique de M. Que- 
telet, publiée à Bruxelles , dont onze vo- 
lumes ont paru de i8â5 à 1889; et le 
Journal fir die reine und angewandte Ma- 
themalik, publié à BeHin en 183 G, par 
M. Crelle jusqu'en i855 (5i vol. in-A'^^et 
que continue Téminent géomètre M. Bor- 
chardt. 

Il faut citer aussi le Bulletin des sciences 
mathématiques y astronomiques, physiques 
et chimiques, publié par le baron de 
Férussac, de 189& à i83i, destiné à 
faire connaître par des analyses dévelop- 
pées ou de simples mentions, selon Tim- 
portance des matières, les productions 
renfermées dans les recueils académiques 
et les journaux scientifiques de tous les 
pays. On a regretté vivement que cette 



belle entreprise, secondée par des colla- 
borateurs d'un grand mérite , parmi les- 
quels il suffit de citer Sturm et M. Coumot , 
pour la partie mathématique, n ait pas été 
continuée. 

Maintenant surtout que les sciences 
mathématiques sont cultivées avec tant 
d'émulation et de succès à l'étranger, la 
publication d'un pareil Bulletin devient 
d'une nécessité absolue. Puisse l'expres- 
sion de notre conviction et de nos vœux 
n'être pas vaine I 

Une publication hebdomadaire , le jour- 
nal r Institut, qui a commencé en i833 
et se continue fort régulièrement, quoique 
très-utile assurément, ne comporte pas 
un plan aussi étendu, puisqu'il a pour 
objet de rendre compte plus spécialement 
des travaux des Académies et Sociétés 
scientifiques, et non de toutes !es autres 
publications. 

Les géomètres regrettaient vivement 
d'être privés, depuis la cessation des 
A ' Gergonne, d'un secours 

1 travaux et aux progrès 



i8io. 



]8ii. 



1811. 



181-i. 
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Les premiers essais dans piusi$?ui> oi*dres de recherches dépure 
Géométrie se trouvent dans les Annale* de Maihétnatiques. Ainsi : 

Encontre et de Slainville s'v servent de la considération des «h 
laires rkiproquefi^ commt>a\ait déjà fait tacitement Brianchon, pour 
ramener la solution d'un problème à celle du problème corréla- 
tif' ; et aussitôt après, Servois et (îer|;onne emploient les expres- 
sions /id/^ et polaire- . 

Bret donne Téquation du troisième degré qui détermine la 
{;randeui* des axes d'un ellipsoïde dont on connaît trois diamètres 
conjujfués^'. 

Bérard démontre la niènie équation et les trois propriétés des 
systèmes de diamètres conjugués des surfaces du second ordre, 
avant de connaître le Mémoire de Binet, cité précédemment, qui 
avait été présenté à Tlnstitut, mais qui n'était pas encore publié ^*^. 



(le la science, lorsque M. Liouvilie fonda, 
en 1 836 , le Journal de Malh, pures et appli- 
quées, recueil mensuel , dont un volume a 
paru chaque année, sans discontinuité. 

Une [)uUication d*un ordre moins 
élevé , et accessible aux premiers essais des 
jeunes mathématiciens, était indispensable 
aussi. L'enthousiaste et infatigable Ter- 
quem, et le savant professeur M. Gerono, 
qui en conçut Tidée, fondèrent, en 18/13 , 
les Nouvelles Annales de Mathénatiques , 
journal des candidats aux Ecoles Polytech- 
nique et Normale, 

(iCtte utile publication, h la mort du 
vénérable Teniuem, en 1863 , s'est con- 
tinuée sous la direction de M. Gerono et 
d(» Térudit et zélé M. Prouhet, répétiteur 
d'Analyse à TKcole Polytechnique, dont 
de nond)reux amis déplorent la perte ré- 
cente. M. Bouriiet, le savant professeur 
do la Faculté des scienc^îs de (ilermoiit, 
auteur de lieaux Mémoires de Physique 
inatliématiqno et do Méranûpio réh'sto. 



est venu s*assorier à Pœuvre si utile de 
M. Gerono, et combler le vide que laissait 
le savant et excellent Prouhet. . 

Le volume de 186a des Nomcettes An- 
nales renferme une Notice sur la vie et 
les travaux dV, Terquem, j>ar Prouhet, 
et le volume de 1 863 , un Rapport sur les 
travaux mathématiques d*0, Terquem, ta 
devant le conseil de la Société de secours 
des Amis des sciences, par M. Chasles. 

Un nouveau recueil, fondé en i864 
sous le titre d'Annales scientifiques de 
r École Normale supérieure (1 vol. in-4* 
par année, en 6 livraisons), renferme no- 
tamment d'excellents Mémoires de hautes 
Mathématiques. 

^'^ T. I, 1810-1811. p. iQQ et 190. 

*' T. 1, p. 337, et t. III, p. 297. 

^î T. IK 1811-1819, p. 33; t. IV. 

p. (JO. 

*J T. III, i8i-j-i8i3,p. io5-ii3. 
L'équation des trois axes dune surface do 
sppond on! 10 a «'Mé donnée aussi dam 
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Des théorèmes reïalik au% polygones réguliers, dus à feu Français 1816. 
(ancien professeur aux Ecoles d'artillerie), qui les avait envoyés à 
Legendre, en 1806, sont insérés dans le tome V des Annales. 

Fregier démontre que, Si un angle solide trirectangle tourne autour 181 6. 
de son sommet situé sur une surface du second ordre, le plan des trois 
points où ses arêtes rencontrent la surface passe toujours par un même 
point de la normale ^^K 

C'est aussi dans les Annales que l'on trouve pour la première fois i8a6. 
l'équation de la caustique par réfraction dans le cercle, équation 
du sixième degré, due à M. Thomas de Saint-Laurent^^'. 

Gergonne, qui était très- versé dans les différentes branches des i8t6. 
Mathématiques, a traité lui-même des questions très-variées. Nous 
citerons parmi celles qui se rapportent à la Géométrie: première- 
ment les problèmes du cercle tangent à trois autres, et de la sphère 
tangente à quatre sphères, dont l'auteur a donné les constructions 
qui sont encore maintenant les plus simples ('' et qu'il a su tirer d'une 
Analyse claire et instructive. Quelques années après , Durrande résol- 
vait ces mêmes questions par des considérations de pure Géométrie 
et était conduit brièvement aux mêmes solutions (*'. 

Dans deux Mémoires, intitulés : Démonstration des principaux théo- i8i3. 
rèmes de M. Dupin sur la courbure des surfaces^^\ et Théorie élémen- 1818. 
taire de la courbure des lignes et des surfaces courbes^^\ Gergonne initie 
ses lecteurs à la théorie des tangentes conjuguées et de X indicatrice ^ 
et aux beaux résultats qui en avaient été déduits dans les Dévelop- 
pements de Géométrie. Le savant géomètre a consacré plus tard à la i83o. 

même temps par Hachette et par Petit. Mention (tWdf. t. XVI, 1887, p. 32 1). 
{Qnrespondanee sur r Ecole Polytechnique, ^*J T. VI, i8i5-i8i6, p. 339 etSai; 

tll,i8ia,p.39&,337.) — Depuis, ellea t. VII, p. 91. 
été dëmontrëe dans diverses recherches et ^'^ T. XVII, 1896-1897, p. 9i/i. 

sous des points de vue différents, par plu- ^*^ T. VII, 1816-1817, p. 289. 

sieurs géomètres , M. S*-Guilhem {Journal *> T. XI, 1890-1891, p. 1. 

iblfad«i».t.I,i835,p.3i7);Lebe8gue ^'^ T. IV, i8i3-i8i/i, p. 368. 

'«tfc*,t.VlI,i8/i8,p. A06); (•) T. IX, 1818-1819, p. 197-196. 
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même Uirorie de la courbure des lignes et des surfaces deux Mémoires 
d'AnaIvse fort étendus^'-. 
1837. Dans un travail sur quelques lois générales qui régiisentles ligtm 
et les surfaces algébriques''- . GiTgonue a fait connaître les théorèmes 
suivants, nouveaux alors, et qu'on peut regarder comme le point 
de départ d'un genre de recherciies fort importantes, de Plûcker 
et de Jacobi, contimiées par MM. Cavlev et G. Salmon : 

I. Si deux courbes d ordre m 011/ inp points ^intersection sur une 
courbe d'ordre p , leurs m (m — p) autres points ^intersection se îroucesi 
sur une courbe d'ordre (m — p) ; 

II. 5i trois courbes d'ordre m ont mp points communs située sur une 
courbe d'ordre p, les trois courbes d^ ordre (m — p) sur lesquelles sont les 
m (m— p) points communs aux courbes y prises deux à deux, passent 
par (ni— p)^ points communs; 

Et des théorèmes analogues pour les surfaces. 

C'est dans les Annales (|ue Plùcker a fait connaître bientôt après 
(t. XIX) ses beau\ théorèmes sur les courbes et les surfaces assu- 
jetties à passer par des points donnés, ([ue nous signalerons suf- 
fisamment par l'énoncé d'un seul, le plus simple de tous, savoir: 

Les courbes d'oindre m assujetties à passer par -^^^ — ■ — 1 points ont 

toutes m^ points communs, 

i8j/j. Gergonnc a pris part aux recherches concernant les caustiques 
dans le cercle, et les lois de la réflexion et de la réfraction d'un 
système de rayons lumineux à la rencontre d'une surface, questions 
aux(|uelles avaient donné lieu les beaux Mémoires de Malus et de 
M. Charles Duphi W. 

1837. Il a démontré ce théorème de Statique, dont l'énoncé lui avait 
été comnmniqué, et qui a été le pohit de départ de développe- 
ments ultérieurs sur les systèmes de forces : De quelque manièi'e quon 

<■' T. XXI, i83o-i83i, p. 1-/10, t^î T. XIV, i8a3-i8-j/i, p. 139; 

Q17-J/18. t. XV, p. u83; I. XVI, p. i, 65, ùl^^. 

'^ T. XVII , 18^6-1837, p. aiA-95*^. 307. 
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réduise à deux toutes les forces d!un système , le tétraèdre construit sur 
Us droites qui représentent ces deux forces a un volume constant. La dé- 
monstration de Gergonne repose sur l'emploi des coordonnées'^^. 
M. Môbius donna aussitôt une démonstration simplement géomé- 
trique, en ajoutant ce théorème, que, Si plusieurs forces se font équi- 
libre y la somme des tétraèdres construits sur ces forces ^ prises deux à 
deux y est nulle ^^^; proposition reproduite dans le traité de Statique 
de l'éniinent géomètre ^^\ 

Cherchant tous les moyens de contribuer aux progrès de la 
science et de provoquer chez les jeunes géomètres une louable 
émulation, Gergonne proposait souvent dans les Annales des ques- 
tions à résoudre. Ces questions donnaient lieu à des recherches 
utiles; et, si dans le moment quelques-unes présentaient de trop 
grandes diflBcultés, de nouveaux efforts devaient néanmoins en 
triompher avec le temps. Voici quelques-unes de ces questions : Dé- 
montrer que toutes les surfaces du second ordre tangentes à sept plans ont 
leurs centres sur un plan^'^\ — Trouver le lieu des sommets des cônes du 
second ordre qui passent par six points '*'. — Quel est le nombre des co- 
niques tangentes à cinq coniques données '^^? Question reproduite trois 
ans plus tard'^', et qui n'a été résolue que dans ces derniers temps. 

C'est Gergonne qui a émis l'idée du principe de dtuilité en Géo- 
métrie, idée inspirée, on peut le croire, par les beaux résultats 



^*) Annales, t. XVIII; démonstration 
d'un théorème de M. Chasles, p. 379-877. 

^^ Journal de Mathématiques de Crelle , 
t. IV, 1899 , p. 179-18/i : Beweis eines 
neuen, von Herm Chastes in der Stor 
tik entdeckten Saties, nehst einigen Zusàt- 
zen. — Bulletin des sciences mathématiques 
de Férussac, t. XII, 1899, p. 901. 

^'^ Lehrbuch der Statik, von A. F. Mô- 
bius, Leipzig, 1887, 9 vol. in-8". 

M. W. Spottiswoode , à qui toutes i( 
ressources des nouvelles théories '^ 
l'Analyse sont si fam*! - «'est p 



les appliquer à la démonstration de cette 
proposition et d'un autre passage du 
traité de Statique de Môbius, sur les axes 
d'équflibre. ( The Quarterly Journal of 
pure applied Mathematics, 1. 1 , 1 867, p. 88- 
ho.) 

^*^ T. XVn, p. 900; proposition dé- 
montrée par M. Bobillier {ibid. p. 860). 

t»î T. XVni, p. 186. — Voir Aperçu 
historique, etc. p. h o3 ^ei Comptes rendus 

"^radémie, t. LVII, p. 11 69. 
'VlU,p.98/i. 

990. 
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de la théorie des polaires réciproques de Poncelet', seule méthode 
que l'on connût alors pour les transformations de cette nature. Sur 
la fin de sa carrière, le vénérahie géomètre s'est plu à revenir sur 
cette partie de ses travaux , dans les Mémoires de T Académie des sciences 
et lettres de Montpellier. Nous extraii*ons de ce dernier travail une 
phrase qui montre combien était grande sa sollicitude patriotique 
pour l'avenir scientifique de notre pays : 

(T Dans le siècle et dans le pays où nous vivons , tout ce qui peut 
ff contribuer à développer et à fortifier l'intelligence ne saurait 
(rètre regardé avec indifférence; et il est bien connu d'ailleurs 
(T quune natiofi qui ne cultiverait les sciences que sous Tunique point de 
^vue de leurs applications pratiques et immédiates, et de leurs résultais 
rr matériels , ne saurait se jlaiier de les voir longtetnps fleurir au milieu 
cf d'elle, -n 

Nous doutons qu'on ait jamais émis, sur le vrai caractère des 
sciences et le point de vue principal sous lequel elles doivent être 
considérées, une pensée plus profonde et qui mérite plus d'être 
méditée et pratiquée. 

XIX. 

Nouvelle doctrine des imaginaires. 

Les Aîtnales de Mathéfnatiques renferment plusieurs articles sur 
les symboles imaginaires, qui ont provoqué plus tard, mais cepen- 
dant sans en être les premières lueurs, la nouvelle théorie des 
quantités imaginaires , si cultivée depuis une vingtaine d'années, et 
dont les travaux de Cauchy et de ses disciples ont montré toute 
l'importance et la fécondité. 

Nous n'avons pas à entrer dans le développement d'une doc- 
trine qui a surtout profité aux progrès de l'Analyse. Mais nous 
croyons devoir, en rappelant les titres des ouvrages successivem 
publiés, indiquer la part qui revient à chacun dans la concepti< 
l'élaboration lente de celte importante découverte. 

En 1806 parurent deux écrits dans lesquels Texp 
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était regardée comme un signe ou une condition de perpendicu- 
larité ; de sorte que les expressions zb a \J— i représentaient des 
lignes perpendiculaires aux directions suivant lesquelles étaient 
comptées les quantités réelles. 

L'un de ces ouvrages, dû à Robert Argand, a pour titre : Essai 
sur une manière de représenter les quantités imaginaires dans les cons- 
tructions géométriques. 

L'autre, de l'abbé Buée (retiré alors en Angleterre), fut com- 
muniqué à la Société royale de Londres, le 20 juin i8o5, sous le 
titre de Mémoire sur les quantités imaginaires, et inséré dans les 
Transactions philosophiques de la Société, pour 1806, p. 23-88^^1 

Ces deux ouvrages , quoique renfermant une idée neuve et heu- 
reuse, étaient restés ignorés, lorsque J. F. Français, ancien élève 
de l'Ecole Polytechnique, professeur alors à l'Ecole d'artillerie et 
du génie, publia dans les Annales de Mathématiques '^^ un article 
intitulé : Nouveaux principes de Géométrie de position, et interpréta- 
tion géométrique des symboles imaginaires, dans lequel il expose les 
mêmes vues, mais en prévenant que le fond des idées qu'il émet 
ne lui appartient pas; qu'il l'a trouvé dans une lettre ancienne 
adressée à feu son frère (l'ancien professeur aux Ecoles d'artillerie , 
cité précédemment, p. 67) par Legendre, qui en parle comme 
d'une communication curieuse qui lui a été faite autrefois. Fran- 
çais exprime en même temps le désir que le premier auteur de ces 
idées nouvelles mette au jour son travail. 

Argand répondit aussitôt à cet appe^^^ et cita l'ouvrage qu'il 
avait publié en 1806 sous le titre d'Essai, et qu'il avait effective- 
ment communiqué à Legendre en manuscrit. Gela donna lieu à 
plusieurs autres articles de Français, d'Argand, de Servois et de 
Gergonne, insérés dans les Annales ^'^K 

la Revued'Édimbaurg, ^^ T. IV, 181 3, p. 61-71. 

-3 1 8, une analyse **^ Ibtd. p. iSS-iSy. 

de cet ouvrage <*> T. IV, p. aaa, 398, 366; t. V, 

r Playfair). p. 197; années 181 3-i 81 5. 
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Cependant la nouvelle doclrine semblait ne pas avoir beaucoup 
fixé Tattention des géomètres, quand elle reparut en 1828 dans 
deux écrits, Tun de G. V. Mourey, en France, et l'autre de John 
Warren, en Angleterre. 

L'ouvrage de Mourey a pour titre : cr La vraie théorie des quantités 
(r négatives et des quantités prétendues imaginaires. Dédié aux amis de 
cf l'évidence ^^^-n L'auleur généralise les idées d'Argand et de Buée. 
Il appelle nombres directifs les nombres qui expriment à la fois une 
longueur et une direction, et qui correspondent au symbole géné- 
ral des imaginaires a-^b \/— 1 . 

L'ouvrage de John Warren, fellow à l'université de Cambridge, 
est intitulé : A Treatise on tlie Geonietrical Refn*esefUatioti of the Squat 
Roots of Négative Quantities ^^K Cet écrit a été suivi de deux articles 
insérés dans les Philosopliical Transactions de 1839, où l'auteur cite 
les ouvrages de Buée et de Mourey ^^\ 

Quelques années après, vers 1882, le savant professeur de Pa- 
doue, M. Bellavitis, employa des considérations semblables dans 
sa Méthode des équipoUences , méthode qu'il a développée depuis et 
dont il a fait des applications heureuses à diverses questions de 
Géométrie, dans deux ouvrages assez étendus ^^^ 

M. Vallès, en adoptant les mêmes principes dans ses Études phi- 
losophiques sur la science du calcul ( in-8°, 1 8 4 1 ) , a présenté néan- 
moins quelques réflexions critiques sur les divers articles des Annales. 



(*) Une seconde édition a para en 1 86 1 
( Mallet-Bachelier, in- 1 3 ) . 

^*^ In-octavo de 1 5 6 pages , Cambridge, 
i8â8. 

^^) Considérations ofthe objections ratsed 
against the geometrical représentation 0/ 
the square roots of négative quantities, 
p. 3/11-35/1. — On the geotnetrical repré- 
sentation ofthe powers of quantities , trhose 
indices involve the square roots of négative 
quantities , p. 339-35(). 

M. Peacock sVsl aussi occupé de c«ltc 



théorie des imaginaires. — On trouve une 
Notice succincte de M. Thomas Steph. Da- 
vies sur les premiers auteurs de cette nou- 
velle doctrine, dans le Mathematical R^th- 
sitory de Th. I^yboum, vol. VI , part II, 
i835, p. 63. 

^*^ Metodo délie equipollenze. (Voir iln- 
nali délie scienze del regfu) Lombario' 
Veneto, t. VII, 1837.) — Sposizimm 
metodo délie equipollenze, (T. XXV 
morie délia Società Italiana delk 
Modena, i85/i.) 
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En 1845, M. A. Faure, professeur émérite du lycée de Gap, 
a développé et étendu la doctrine nouvelle dans un Essai sur la 
théorie et rinterprétation des quantités dites imaginaires. 

Enfin, et bientôt après, Gauchy, qui avait varié pendant long- 
temps sur l'interprétation des quantités imaginaires, adopta cette 
théorie dans un Mémoire de 18/17, intitulé : Sur les quantités géo- 
métriques^^\ où il cite ses prédécesseurs, l'abbé Buée, Robert Ar- 
gand, Français, Mourey, Faure, Vallès'^'. L'illustre géomètre n'a 
point tardé à faire d'importantes applications analytiques de cette 
doctrine féconde, dans laquelle il a été suivi aussitôt par des dis- 
ciples tels que MM. Puiseux, Briot, Bouquet, Em. Martin. 

M. de Saint-Venant a aussi développé les mêmes principes dans 
un Mémoire «tir les sommes géométriques ^^K 

Gitons encore M. Transon, qui, après avoir donné une analyse 
succincte des diverses recherches de ses prédécesseurs W, en a fait 
lui-même des applications nouvelles à de nombreuses questions 
d'Analyse et de Géométrie, dans un Mémoire intitulé : Application 
de f Algèbre directive à la Géométrie^^K L'auteur démontre notamment 
comment certaines propositions relatives à des points situés en 
ligne droite, concernant, par exemple, la section déterminée d'Apol- 
lonius ou les divisions hom^ographiques y s'appliquent à des points 
placés d'une manière quelconque sur un plan. 



^'^ Exercices d'Analyse et de Physique 
mathématique, t. IV, 18A7, p. 1 67-1 80; 
reproduit dans les Mémoires de VAcu" 
demie des sciences, t. KXII, p. 1 3 1-1 80, 
i85o. 

^*^ M. Hoad, dans son ouvrage inti- 
tule : Théorie élémentaire des quantités 
essitphxes, in-8*, 1867, a consacre un 
pwagraphe à ¥ Histoire de la théorie géo- 
des quantités imaginaires. Il re- 
dans les Nouvelles An- 




nales de Mathématiques, a* sërie, t. VII, 
p. /iai, pour signaler particulièrement 
rétendue et Timportance de la Méthode 
des équipolknees de M. Beliavitis. 

^'^ Comptes rendus, t. XXI, i846, 
p. 630-6a5. 

^*) Bulletin de la Société philomathique , 
année 186A, p. 6i-65. 

^'^ Nouvelles Annales de Mathématiques , 
a* série, l. VII, 1868, p. i45-i57, ^9^' 
ao8 et Q/ii-26/i. 
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XX. — Sturm. 

iS^h. Parmi les savants dont le nom se remarque dans les Annales de 
Mathématiques y nous distinguerons Sturm et Bobillier. 

Nous ne citerons pas tous les nombreux articles que Ton doit à 
Sturm , et qui furent le prélude de recherches ultérieures d'une plus 
haute importance. Nous nous bornerons à dire que l'éminent géo- 
mètre a publié des Recherches sur les caustiques ^^\ oii il prouve que : 

1 ° Pour un faisceau de rayons émanés d*un point , la caustique par 
réfraction sur une droite est la développée d!une conique ayant un foyer 
au point lumineux; c'est-à-dire, suivant l'expression introduite par 
M. Quetelet, que la caustique secondaire est une conique; 

2° Dans la réfraction sur un cercle ^ la caustique secondaire est une 
courbe dont les distances de chaque point à deux points fixes y multipliées 
par deux constantes y ont leur somme constante; c'est-à-dire que cette 
courbe est une ovale de Descartes. 

Ce beau théorème était aussi démontré dans le même temps, 
par M. Quetelet t^). 
i8a6. Au sujet d'un théorème sur les polygones réguliers, énoncé par 
Lhuillier, de Genève, Sturm en démontre plusieurs autres du 
même genre, dont nous citerons le suivant, à raison du caractère 
de généralité qu'il présente : Le lieu géométrique des points du plan 
d'un polygone régulier tels y qu une fonction symétrique rationnelle et 



^^^ Annales de Mathématiques y t. XV, 
i8a6-i8a5, p. 9o5-qi8. 

^*^ Mémoire sur une nouvelle manière 
de considérer les caustiques, présenté à 
r Académie de Bruxelles en iSaS. (Voir 
Nouveaux Mémoires de l'Académie royale 
des sciences de Bruxelles, t. III, 1896, 
p. 89- 1 6 0.) — M. Quetelet a donné suite h 
ce premier travail dans deux autres Mé- 
moires: 1" Résumé d'une nouvelle théorie 



des caustiques, suivi de différentes tq^ptica- 
tions à la théorie des projections steréogra- 
phiques, présenté à TAcadémie ie 5 no- 
vembre 18a 5. (Voir t. IV des Nouveaux 
Mémoires de l'Acadétnie,) — a" Démons- 
tration et développement des principes fon- 
damentaux de la théorie des caustiques 
secondaires, (Voir t. V des Nouveaux Mé- 
moires de l'Académie royale des sciences de 
Bruxelles, ) 
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entière de forme quelconque des longueurs des perpendiculaires abaissées 
de chaque point sur les côtés du polygone ait une valeur constante ^ est 
une circonférence concentrique au polygone^ toutes les fois du moins que 
le nombre des dimensions de la fonction est inférieur au nombre des côtés 
du polygone ^^\ 

Nous signalerons encore un Mémx>ire sur les lignes du second iSaS. 
ardre^^\ où l'on trouve la généralisation du théorème de Desargues 
relatif à Yinvolution des six points dans lesquels une conique et les 
quatre côtés d'un quadrilatère inscrit coupent une transversale quel- 
conque. Sturni prouve que l'involution a lieu aussi entre les trois 
couples de points dans lesquels trois coniques circonscrites à un 
quadrilatère rencontrent une droite. 

XXI. BOBILLIER. 

On doit des recherches fort remarquables à Bobillier, géo- 
mètre distingué, qui donnait de grandes espérances aux sciences 
mathématiques, auxquelles il a été enlevé en 1882, à l'âge de 
trente-cinq ans. 

Dans un Mémoire intitulé : Essai sur un nouveau mode de recherche 1897. 
des propriétés de Vétendue^^\ l'auteur propose de représenter par 
de simples lettres certaines fonctions des coordonnées, que four- 
nissent les données d'une question. Il arrive ainsi à des résultats 
fort simples, par exemple, qu'une conique circonscrite à un triangle 
est représentée par l'équation 

aBC+fcGA + cAB=o, 

A , B, G désignant des fonctions linéaires des coordonnées Xy y, telles , 
que les équations A = o,B=o,G= soient les équations des trois 
côtés du triangle, et a, 6, c, des constantes indéterminées. 

^*> Atmaiei de Mathématiques, t. XV, i8q5-i8q6, p. a65; t. XVII, p. lyS. 
p. a5o-a56. '^ Ibid. t. XVIH, années 1 8-27-1828 . 

^^ Annaies de Mathématiques, t. XVI, p. 3ai. 
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Parmi les nombreux théorèmes oblenus dans ce travail se trouve 
le suivant : Lorsqu'un lélraèdre est inscrit dans une surface du second 
ordre y les plans tangents en ses sommets rencontrent les plans des faces 
opposas suivant quatre droites qui appartiennent à un hyperboloïde à 
une nappe; théorème démontré aussi, dans le même temps, par 
M. Môbius. 

Un second Mémoire renferme de nouvelles applications de la 
même méthode'*^ 

L'idée heureuse du jeune géomètre s'est propagée depuis et a 
contribué d'une manière notable aux progrès de la Géométrie ana- 
lytique. 

Bobillier s'est ensuite occupé de la théorie des polaires succes- 
sives des courbes d'ordre quelconque. Monge avait démontré, dans 
Y Application de F Analyse à la Géométrie ^ que la courbe de contact d'une 
surface d'ordre m et d'un cône est située sur une surface d'ordre 
(w— i); et, par suite, que les tangentes menées d'un point à une 
courbe plane d'ordre m ont leurs points de contact sur une courbe 
d'ordre (m— i). C'est cette courbe que l'on a appelée la polaire du 
point; expression introduite par Bobillier. 

Dans une suite de Mémoires ^^^ Bobillier a démontré que : 

1° Les polaires d^une série de points en ligne droite passent par 
(m — i) ^ points communs; 

â^ Les polaires d!un point P, relatives à un faisceau de courbes 
d^ ordre m ^ forment un faisceau d^ ordre (m — i); c'est-à-dire que ces 
polaires passent par (m— i )^ points communs ; 

3° Si le point P déci^t une droite, ces (m— i)^ points décrivent une 
courbe d^ordre 2(m — i). 

Considérant les polaires successives d'un même point, lesquelles 
ont leurs équations de degrés (w— i), (m— 2), . . . , q et 1, l'auteur 
est conduit à ce théorème important : 



'^ Annales (le Mathêmatiri nés, L^^ttU *^ Ibid, i. XVIU, p. 89, 167, a53; 

1897-1838, p. 359. l. XIX, p. 106, i38, 3o9. 
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Si Von prend la polaire tordre n d'un point P, relative à une courbe 
C« d^ ordre m, puis la polaire d* ordre (m — n) d*un point Q de celle 
polaire d^ordre n, relative à la même courbe C^, cette polaire d'ordre 
(m— n) passe par le point P. 

En d'autres termes : La polaire d^ ordre n d'un point P est le lieu 
des points dont les polaires d'ordre (m — n) passent par le point V^^K 

On a appelé, depuis, axe harmonique la dernière polaire d'un 
point, laquelle est une droite; le théorème donne donc en parti- 
culier cette double relation entre l'axe harmonique et la première 
polaire d'un point : 

La première polaire d'un point P est le lieu des points dont les axes 
harmoniques passent par ce point; 

Et y réciproquement y F axe harmonique d'un point P est le lieu des 
points dont les premières polaires passent par le point P. 

Bobillier établit aussi les mêmes théorèmes pour des surfaces 
d'ordre m. 

Cette théorie des polaires des courbes et des surfaces, dont nous 
trouvons ici l'origine et un développement très-étendu, a été, de- 
puis, le sujet des recherches de différents géomètres et s'est intro- 
duite dans plusieurs ouvrages. 

Bobillier avait composé un Mémoire sur les lois géométriques du 
mouvementy dont un extrait seulement a paru dans une des éditions 
de son Cours de Géométrie ^'^K On voit par ce travail que : 

1 ° Tout mouvement d^un triangle dans son plan peut être produit par 
le roulement d!une certaine ligne sur une ligne fixe; la première ligne 
est le lieu des centres instantanés de rotation successifs; 

a® Lorsque deux côtés d'un triangle glissent sur deux circonfé- 
rences y T enveloppe du troisième côté est aussi une circonférence; et les 

^'^ M. Plûcker avait adressé un Ihëo- *' i o' édition , i85o. — Cet ouvrage, 

rème semblable, sans démonstration, h écrit pour les Écolen d'arts et métiers, où 

M. Gergonne. (Voir Annales de Mathéma- Bobillier était professeur de Mécaniqi 

tiques, t. XIX, p. 3o5. ) est fort bien fait. 
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centres de ces trois circonféretices en déterminent une quatrième qui est 
le lieu des centres instantanés de rotatioti de la figure mobile. 

Enfin, étant donnés les centres de courbure des deux courbes 
sur lesquelles glissent deux sommets d'un triangle, Fauteur déter- 
mine le centre de courbure de la courbe décrite par le troisième 
sommet. 

XXII. — Th. Olivier. 

i8i5. On doit à Olivier de nombreux écrits sur la Géométrie descrip- 
tive et sur les applications de ce mode de représentation des figures 
de l'espace. 

On doit distinguer principalement ceux qui se rapportent à la 
théorie géométrique des engrenages. Dans un Mémoire présenté à 
l'Académie des sciences le 5 décembre i82 5^'\ Olivier a démontré 
pour la première fois que Y engrenage de White n'a pas de frottement 
de glissement comme les engrenages ordinaires, mais seulement un 
frottement de roulement. On sait que White avait énoncé cette pro- 
priété, mais sans la démontrer, dans un travail destiné au concours 
pour les prix décennaux décernés en 1 8 1 o. 

Un autre Mémoire, présenté aussi à l'Académie des sciences en 
décembre 1 828 , est consacré à l'étude générale des engrenages dans 
lesquels les axes des deux roues dentées ne sont pas dans un même plan , 
et qui ne présentent, comme celui de White, qu'un frottement de roule- 
ment^^K L'auteur donne plusieurs solutions du problème. 

i83i. Plus tard , Olivier a fait exécuter un engrenage particulier dans 
lequel les axes des roues ne sont pas dans le même plan. La cons- 
truction en est très-ingénieuse et très-simple : les dents de la pre- 

^*^ Imprimé dans le Journal de Mathé- M. Delaunay sur la Théorie de Vengrenage 

matiques de M. Liouville, t. IV, 1889 , de White {Journal de Mathématiques, t. V, 

p. 28i-3o3. — Olivier est revenu sur ce p. 38-^i). 

sujet {Journal de Mathématiques, l. V, ^*' Journal de Mathématiques , t. IV, 

p. i/i6-i53), par suite d'une Note de p. 3o5-3i6. 
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mière roue sont cylindriques et ont pour profil des développantes 
de cercle, tandis que les dents de la seconde roue sont des héli- 
çoïdes <^' développables. Mais cet engrenage donne lieu à un frotte- 
ment de glissement. 

Des modèles de cet appareil , construits d'après les dessins de 
l'auteur, existent dans les collections de machines de l'Ecole Polv- 
technique et du Conservatoire des arts et métiers. 

Des propriétés osculatrtces de deux surfaces en contact par un point ^"^K i S'j i . 
— Les propositions dont l'auteur donne ici des démonstrations di- 
rectes et analytiques se peuvent conclure la plupart de la théorie 
des indicatrices de M. Dupin. Nous citerons celle-ci : Les tangentes 
aux deux branches de la courbe d'intersection d'une surface quelconque et 
d^une sphère tangente à la surface en un point sont également inclinées sur 
la tangente à Vune des lignes de courbure de la surface en ce point. D'où 
il suit, comme corollaire, que les tangentes aux deu^x sections circu- 
laires d^une surface du second ordre en un point sont également incli- 
nées sur les lignes de courbure de la surface. 

Olivier, dans ses Développements de Géométrie descriptive ^^\ a dé- i8^3. 
montré (p. 436), par des considérations simples de Géométrie 
pure, que la surface de la vis à filets carrés est la seule surface 
gauche ayant en chacun de ses points les deux rayons de courbure 
principaux égaux et de sens contraires, proposition dont M. Cata- 
lan venait de donner une démonstration analytique, comme nous 
le dirons ci-après (chap. m). 

On doit à Olivier la construction de plusieurs appareils ingé- 
nieux, entre autres de divers modèles représentant la double géné- 
ration de l'hyperboloïde et du, paraboloïde par une droite, où l'on 
peut, par des changements de position des courbes directrices, 
varier les formes des surfaces qui en résultent 

*'^ C'est par erreur que, ci-dessus p. 9, on a écrit ^^nnial de Mathé- 

matiques, t. VI, p. 297-308. — '*^ In- 
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XXHI. — M. Duhamel. 

Les anciens n'avaient résolu le problème des tangentes que pour 
quelques courbes particulières. Roberval, le premier, donna une 
méthode générale, qui s'appliquait à une classe très-nombreuse de 
courbes , et dont le principe même pouvait encore se généraliser 
et se transporter à une inflnité d'autres cas. En effet, cette mé- 
thode est simplement le principe de la composition des mouve- 
ments rectilignes. Roberval Ténonce ainsi : Règle g^n^rale. Par les 
propriétés spécifiques de la ligiie courbe [qui vous seront données), 
examinez les divers mouvements qua le point qui la décrit y la ligne de 
direction du mouvement composé est la touchante de la ligne courbe ^^K 
Il fait l'application de cetle règle à treize courbes f^). Montucla, 
en exposant cette méthode, l'a appliquée à d'autres courbes''^; et 
Monge, dans sa Géométrie descriptive , l'a même étendue à des courbes 
décrites dans l'espace W. 

Il avait échappé à tous les géomètres que quel(|ucs-unes de ces 
diverses recherches sont empreintes d'erreur. Le principe énoncé 
par Roberval est sans nul doute juste et général; et, dans toutes les 
applications qu'il en a faites , les résultats sont incontestables. Néan- 
moins le raisonnement par lequel il fait la composition des mou- 
vements n'est pas exact dans plusieurs cas; et c'est ce raisonnement 



^'^ Observations sur la composilion des 
mouvements t et sur le moyen de trouver les 
touchantes des lignes courbes, (Voir Mé- 
moires de VAcad, royale des sciences , depuis 
1 6r)6 jusqu'à 1 699 , t. VI , 1 780 , p. 1-89.) 

^*^ La parabole, Thyperbole, Fcllipse; 
la conchoïde de Nicomède; diverses au- 
tres conchoïdes; le limaçon de Pascal; la 
spirale d'Archimède; la quadratrice de 
Dinostrate ; la cissoïde de Dioclès ; la cy- 
cloïde ; la compagne de la cycloïde et la 



parabole de Descartes (courbe du troi- 
sième ordre, que Descartes engendrait d*un 
mouvement continu, et dont il faisait 
usage dans sa Géométrie, pour la cons- 
truction des équations du sixième degré). 
, ^'^ Histoire des Mathématiques, t. II, 
p. ^7-^9 et 100. 

<•' Art. 8/1-87 • Méthode de Roberval 
pour mener une tangente à utie courbe qui 
est donnée par la loi du mouvement d'un 
point générateur. 
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qui, reproduit par Montucla et par Monge, a conduit ces géomètres 
à des conséquences erronées. 



Les erreurs dont il s'agit, restées longtemps inaperçues, ont été 
signalées, pour la première fois, dans une Note préscnlée à l'Aca- 
démie le 16 avril 1829^^^, par M. Duhamel, dont l'esprit rigoureux 
et réellement géométrique ne se porte jamais sur une question 
sans en approfondir toutes les difficultés. 

Supposons, pour fixer les idées, qu'il s'agisse de l'ellipse, défi- 
nie par cette propriété : que la somme des distances de chaque 
point de la courbe aux deux foyers est constante. Roberval re- 
marque que l'accroissement d'un rayon vecteur est égal à la di- 
minution de l'autre; et il prend pour les mouvements du point, 
dans le sens des deux rayons, deux éléments égaux, l'un sur un 
rayon, et l'autre sur le prolongement de l'autre rayon. La diago- 
nale du parallélogramme construit sur les deux éléments est la 
tangente. Roberval, comme on voit, fait abstraction de la rotation 
de chaque rayon autour de son foyer; il fait donc une fausse dé- 
composition de mouvement. 

Voilà l'erreur de raisonnement acceptée jusqu'ici dans l'histoire 
de la science ^^), et que M. Duhamel a remarquée et parfaitement 
expliquée, en faisant voir par quelles circonstances particulières à 



iSacj. 



^'' Note sur la méthode des tangentes de 
Roberval, insërëe dans les Mémoires des 
Savants étrangers ,ty, i838,f. aSy-aGô. 

^^ Il est à propos de dire ici qiie l'ou- 
vrage de Roberval , qui avait fait le sujet 
de leçons particulières données à un jeune 
homme, a été rédigé par Télève même 
et non par le mattre. 

Les ouvrages de Roberval, reproduits 
dans le tome VI des anciens Mémoires de l'A - 
cadémie des sciences, en 1 780 , avaient déjà 
été publiés dans le beau volume donné en 
1693, in-folio, sous le titre : Divers ou- 



vrages de Mathématiques et de Physique, par 
Messieurs de l'Académie royale des sciences. 
Dans ce volume , la méthode des tangentes 
par la composition des mouvements est 
précédée de cet Avertissement, qu'on a omis 
dans le tome VI des Mém. de l'Académie : 
<r On a trouvé, escrit de la main de M. de 
rr Roberval, au commencement du ma- 
(rnuscritd'oii cet ouvrage a esté pris, que 
rr l'invention en est de luy, mais qu'il ne 
rr la pas mis f *i ; que c'a esté 

f,np* ««*»itlK —^ il avoit 

les 
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chaque question Roberval était parvenu à une détermination exacte 
de la tangente cherchée. 

M. Duhamel montre ensuite que le beau théorème donné par 
Poinsot dans son Mémoire sur Fequilibre et le mouvement des systèmes^ 
et sur lequel repose la méthode générale des normales aux surfaces 
dont les points sont déterminés par leurs distances à des centres 
fixes, s'applique à la détermination des tangentes à la courbe d'in- 
tersection de deux surfaces. 

Le travail de M. Duhamel a été le sujet d'un de ces rapports 
^ lumineux et instructifs dans lesquels excellait l'illustre géomètre 
que nous venons de nommer ''^ 

XXIV. — M. Chaslbs. 

L'ordre chronologique marque ici la place de quelques résultats 
obtenus par l'auteur dans diverses questions qui depuis ont pris 
une certaine extension. Ses premiers essais avaient paru dans la 
Correspondance sur FEcole Polytechnique ^ lors de son séjour à cette 
école. 

1 8 îi 8. Quelques propriétés du triangle , de F angle trièdre et du tétraèdre , cofisù- 
dérés par rapport aux lignes et aux surfaces du second ordre t'^l — Parmi 
les propositions que renferme ce travail, se trouve celle-ci : 

Les droites qui joignent les sommets d!un tétraèdre aux pôles des faces 

rrayantrëdigëesparescrit, en a compose Pascal : rrCeUe proposition est vraye, 

«rce traité à sa manière. Il est vray qu en «rmais elle est expliquée en ce lieu avec 

(ti668 M. de Roberval revit cet ouvrage «r beaucoup de confusion, n Plusieurs fois 

(r avant que de le lire dans F Académie royale il est fait mention, dans le texte, de M. de 

rrdes sciences; mais il n'y mit pas la der- Roberval ; ce qui indique que la rédaction 

rrnière main, s'estant contenté d'cscrire n'est pas de lui. 

ff seulement en divers endroits quelques -*^ Ce rapport a été inséré dans la 

ff remarques, que Ton trouvera à la marge Bulletin des sciences ma 



frde ce livre, n baron de Férussac , t. XV, 1 83 1 , p. 

Parmi ces remarques se trouve, par ^'^ Annales de Mathématiques, L 

exemple, celle-ci, relative au limaçon de 18-28-18*29, p. 65-85. 
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opposas y relatifs à une surface du second ordre y sont quatre génératrices ^ 
ffun même système y d'un hyperbolmde; et les droites d! intersection des . 
faces du tétraèdre et des plans polaires des sommets opposés sont quatre 
génératrices Sun second hyperboloïde. 

Lorsque les pians des quatre faces du tétraèdre sont tangents à ia 
surface, on retrouve un théorème déjà démontré par Bobillier et 
par M. Môbius ^^\ 

Recherches sur les projections stéréographiques et sur diverses pro- i8a8. 
priétés générales des surfaces du second ordre^^\ — Ce travail contient 
cette proposition générale : 

Lorsque des surfaces du second ordre sont inscrites dans une même sur- 
face du même ordre A, Vml étant placé en un point de celle-ci^ et le plan 
du tableau étant parallèle au plan tangent en ce point: i^ les perspec- 
tives des contours apparents de toutes les surfaces sont des coniques 
hamothétiques ; 2^ les centres de ces coniques sont les perspectives des 
pôles des plans des courbes de contact de ces surfaces, relatifs à la sur- 
face A. 

Les surfaces circonscrites à la surface A peuvent être infiniment 
aplaties, c'est-à-dire se réduire à des sections planes de cette 
surface. Alors la seconde partie du théorème exprime que les cen- 
tres des coniques, perspectives des sections planes de la surface A, sont 
les perspectives des sommets des cônes circonscrits à A suivant ces sec- 
tions. 

De là résulte une troisième propriété de la projection stéréo- 
graphique d'un cercle de la sphère, savoir : Le centre du cercle, 

^'^ Annales de Mathématiques, t. XVIII, cas de Tespace deux démonstrations ana- 
f,3ù6.-^Deriarjieentnsche Calcul, ^'secr lytiques {ibid, t. I, p. 198 et 9^1), et 
tioD» c O. M. Brioschi, dans le même temps, une 

IL GntaLJHH|ÉdÉH|Érf analytique- démonstration fondée sur la tliéorie des 

et dit déterminants, d'une simplicité bien re- 
marquable. (Ibid. t. I, p. 369.) 

^*^ Annales de Mathématiques , t. XIX, 
1828-1839, p. 107-175. 
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projection d'un cercle de la sphère y est la jwcjection du sommet du cane 
circonscrit à la sphère suivant le cercle ^^^ 

Au théorème générai ci-dessus en correspond corrélativement 
un autre , dont nous citerons ce cas particulier : Lorsque deux sur- 
faces du second ordre sont circonscrites Tune à T autre ^ le plan tangent 
à Tune en un de ses ombilics coupe Vautre suivant une conique qui a 
un foyer en ce point et pour directrice correspondante la trace du phm 
de la courbe de contact des deux surfaces sur le plan coupant. Dans le 
cas d'une sphère et d'un cône circonscrit, on retrouve le théorème 
de MM. Dandelin et Quetelet, qui en ont fait un utile usage pour 
la théorie des coniques. 

iSag. Transformation parabolique. — En prenant une parabole pour 
courbe directrice y dans la théorie des polaires, on transforme immé- 
diatement la grandeur d'un segment rectiligne; ce cpii conduit avec 
une grande facilité à de nombreux résultats. Ce procédé de trans- 
formation des figures a été le sujet de deux Mémoires qui ont paru 
dans la Correspondance mathématique et physique de M. Quetelet ^^\ 

C'est là que se trouve démontrée, en premier lieu, cette propriété 
curieuse des courbes géométriques : Le centre des moyennes dis- 
tances des points de contact dune courbe géométrique et de ses tangentes 
[réelles ou inu^naires) parallèles entre elles est un point fixe ^ quelle 
que soit la direction commune des tangentes; théorème étendu aux sur- 
faces par voie de transformation et par une démonstration directe^'). 



^*^ Cette propriëté de la projection sté- 
rëographique avait été communiquée an- 
térieurement à Hachette, et insérée dans 
ses Éléments de Géométrie h trois dimen^ 
sions, partie algébrique , p. syo. Elle a été 
démontrée aussi depuis par Dandelin. 

On trouve dans le Mathematical Repq- 
sitory (vol. V, part 11, i83o, p. iA3- 
i56, et vol. VI, part II, i835, p. /ii- 
53) des Notes historiques intéressantes de 



Th. S. Davies, sur la Projection stéréogra- 
phique. 

^*^ Premier Mémoire sur la transformor 
tion métrique des figures. (Voir Corres- 
pondance mathématique, etc. t. V, 18^9, 
p. a8 1-334.) — Second Mémoire sur la 
transformation parabolique des relations 
métriques des figures. {Ibid. t. VI, i83o, 

p. 1-95.) 

<') /W(f. t. VI,p. 8i-84. 
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Ces Mémoires sur les transformations paraboliques ont donné 
lieu à des observations et à des développements de la part de 
M. Poncelet, publiés dans le même recueil ^^■. 

Cônes et surfaces du second ordre de révolution. — Coniques sphériques. 

On peut s'étonner que, jusque vers la fin du premier tiers de ce 
siècle/ on n'ait eu l'idée d'étudier ni les propriétés des cônes du se- 
cond ordre, qui servent à engendrer les coniques, ni celles des 
courbes qui tiennent sur la sphère le rang des coniques sur le 
plan. 

Les anciens formaient les coniques dans le cône à base circulaire. 
La question inverse se présentait naturellement : Le cane mené par 
une conique y et ayant pour sommet un point quelconque de F espace ^ est-il 
à base circulaire; en d'autres termes, peut-on couper ce cane suivant 
un cercle? C'est Descartes qui, le premier, se posa cette question, 
qu'il résolut affirmativement, comme on le voit dans le recueil de 
ses lettres W. 

C'était là peut-être la seule propriété des cônes du second ordre 
que l'on connût, quand M. Magnus, dans le tome X\l des An- 
nales de Mathématiques de Gergonne, démontra l'existence, dans 
ces cônes, de deux droites analogues aux foyers des coniques, 
qu'il appela lignes focales^ lesquelles jouissent de ces deux pro- 
priétés : i^ La somme des angles que les arêtes du cône font avec les 
deux lignes focales est constante; 2^ Les plans menés par une arête et par 
les deux lignes focales font des angles égaux avec le plan tangent au 
cane suivant Tarête. 

M. Magnus fit observer que ces propriétés du cône impliquaient 

^'^ NiÂis sur quelques principes gêné- Correspondance mathématique et physique 

roux de transfonnation des relations mé- de BL QpeinlAi^ i. VII, i839, p. 118- 

briques des figures et spécialement des rela- 1 aS, et 

tioHs métriques prcjectwesorthogonalemi^^ '^1 i5, tome VI, 
en d'autres qui le soient coniquement. ^ 
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de pareilles propriétés dans les coniques spheriqueSy et que la pre- 
mière s'accordait avec un théorème donné par Fuss dans le tome 111 
des Nova Acta Petropolitana y sur le lieu des sommets des triangles 
sphériques ayant même base et la somme de leurs côtés constante. 

Telles étaient, je crois, les seules propriétés des cônes et des 
coniques sphériques que Ton connût > il y a une quarantaine d'années. 
Il semblait cependant que Tétude des cônes dût donner lieu à de 
nombreuses questions analogues à celles que Ton résolvait déjà 
sur les coniques planes, et en outre qu'elle dût être une introduc- 
tion nécessaire à l'étude générale des surfaces complètes du second 
ordre. 

La théorie des cônes fut alors le sujet de deux Mémoires qui, 
sous les auspices de Tillustre et zélé secrétaire perpétuel de l'Aca- 
démie royale de Bruxelles, M. Quetelet, très-versé lui-même dans 
les recherches de pure Géométrie , parurent dans les Mémoires de 
cette Académie. 

*^*'^9- Le premier, intitulé: Recherches de Géométrie pure sur les lignes et 
les surfaces du second degré ^^\ comprend trois parties. Dans la pre-. 
mière on considère un cône du second ordre comme la surface 
polaire d'une conique, relative à une sphère; ce qui conduit à di- 
verses propriétés du cône. La deuxième partie, objet principal du 
Mémoire, renferme d'assez nombreuses propriétés des surfaces du 
second ordre de révolution. Dans la troisième partie se trouvent 
quelques propriétés des surfaces générales du second ordre , qui se 
rapportent notamment à la direction de leurs lignes de courbure 
en chaque point. 

Le second Mémoire ^^^ est spécial aux cônes du second ordre; et 
c'est par des considérations directes, indépendantes des transfor- 
mations polaires, que l'auteur traite ce sujet. Néanmoins toutes les 
propriétés des cônes s'y correspondent deux à deux, comme dans 

*'^ Voir Nouveaux Mémoires de l'Aca- Bruœelles, t. V, 1 8a 9. — ^'^ Ibid, t. VI, 
demie des sciences et belles-lettres de i83o. 
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la théorie des polaires. Par exemple, aux lignes focales, déjà défi- 
nies par M. Magnus, correspondent deux certains plans diamé- 
traux, appelés plam cycliques ^ parce que c'est à ces plans que sont 
parallèles les plans des sections circulaires d'un cône. 

Ce Mémoire donnait lieu naturellement à un travail analogue re- 
latif aux coniques sphériques. Les deux Mémoires ont été traduits 
en anglais par un savant professeur de l'université de Dublin, le 
Rev. Charles Graves, qui a joint à sa traduction des Notes et Addi- 
tions fort importantes, et un Appendice contenant la méthode ana- 
lytique propre à la Géométrie sphérique'*^ 

Note sur les propriétés générales du systètm de deux corps semblables , 1829. 
placés étune manière quelco7iq^ie dans Vespace, et sur le déplacement fini 
ou infiniment petit d'un corps solide libre ^^\ — Considérant d'abord 
deux polygones égaux placés d'une manière quelconque dans le 
même plan (dont l'un soit regardé comme résultant du dépla- 
cement de l'autre, qui a glissé dans le plan), l'auteur démontre 
qu'il existe un certain point autour duquel il suffit de faire tour- 
ner un des deux polygones pour l'amener à coïncider avec l'autre. 
Conséquemment, tout déplacement d^une figure dans son plan n'est 
autre qu'une rotation autour ffun point qui reste fixe. 

Méthode des tangentes. — Si l'on suppose le déplacement infiniment 
petit y il en résidte une méthode pour mener les normales, et con- 
séquemment les tangentes, aux points d'une courbe, quand on 
peut considérer celle-ci comme décrite par quelque point d'une 
figure en mouvement, ce dont il existe beaucoup d'exemples. Aussi 

^*^ Two geometrical Memoirs on the pro- lege, comme étant propre h guider les 

pérîtes (^ Cônes ofthe second degree and on jeunes sous-graduës dans la culture des 

AespheriealConics,by M. Chastes. Trans- méthodes de la Gëomëtrie pure, a bit 

lalidjrom thejreneh, with Notes and Ad- partie depuis lors de renseignement dans 

ditUmsand an Appendix on the Application l'université de Dublin. 

ofAnalysis to spherical Geometry, by the ^'^ Bulletin des sciences mathématiques 

Rev. Charles Graves. Dublin , 1 84 1 , in-8'. le Férussac , t. XIV (novembre 

Cet ouvrage, édité par le '^ ^«A- " ^. 
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ce théorème sur ie cerUre instantané de rotation d'une figure plane, 
et ia méthode des tangentes qui s'ensuit, ont-ils été reproduits 
et appliqués souvent dans diverses recherches. lis se prêtent aussi 
à ia détermination des centres de courbure, dans beaucoup de 
questions, comme on le verra, notamment, au sujet des travaux 
de MM. Transon, Bresse et Mannheim, et au chapitre iv. 

Lorsque les deux polygones construits dans le même plan ne 
sont plus égaux, mais semblables y il existe encore un point qui, 
considéré comme appartenant à l'un, coïncide avec son homologue 
dans l'autre. 

Passant aux figures à trois dimensions, on démontre que, deux 
corps semblables étant placés d'une manière quelconque, il existe 
encore un certain point qui , considéré comme appartenant à l'un 
des corps, est lui-même son homologue dans l'autre corps, et en 
outre une certaine droite X, passant par ce point, qui, regardée 
comme appartenant à l'un des corps, coïncide avec son homo- 
logue de l'autre corps. Il sufiit de faire tourner l'un des corps autour 
de cette droite pour l'amener à être homothétiquef c'eslrà-dire sem- 
blablement placé par rapport à l'autre. 

Lorsque les deux corps sont égaux, le point est à l'infini, et la 
droite X subsiste. 11 s'ensuit que, par une rotation autour de cette 
droite, puis une translation dans le sens de la droite, on amène 
un des corps à coïncider avec l'autre. En d'autres termes : Tout dé- 
placement Jini d'un corps dans Vespace peut s effectuer par le mouvement 
d'une vis dans son écrou. 

Ce théorème, aujourd'hui bien connu, complète celui du centre 
instantané des figures planes; l'un et l'autre forment la base pre- 
mière des traités de Cinématique introduits depuis quelques an- 
nées dans l'étude de la Mécanique. 

Nous citerons encore cette propriété du système de deux corps 
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égaux : Les nUlieux des cordes qui joignent les points correspondants des 
deux corps forment U7i troisième corps, qui peut recevoir un mouvement 
tnfinment petit, dans lequel les trajectoires de ses points seront les cordes 
elles-mêmes. 

Ces questions du déplacement d'un corps dans l'espace sont sus- 
ceptibles de nombreux développements et d'applications à la théorie 
des surfaces , comme à celle des courbes planes. Elles ont été le 
sujet de deux nouveaux Mémoires de l'auteur, relatifs: l'un au dé- 
placement infiniment petit, et l'autre au déplacement fini quel- 
conque, dont il sera parlé ultérieurement (chap. n et iv). 

Construction graphique des tangentes et des rayons de courbure des i83o. 
eowrh^ géométriques ^^\ 

La double construction dont il s'agit est toute géométrique, et 
par conséquent rigoureuse. Elle est dite graphique, parce qu'on 
suppose que la courbe est tracée ; mais elle s exprime analy tique- 
ment si l'équation de la courbe est donnée. Cette construction re* 
pose sur la propriété suivante , énoncée par Newton dans son énur- 
mératùm des courbes du troisième ordre, et étendue depuis aux 
courbes de tous les ordres dans la Géométrie de position de Garnot : 
vr Si par un point , pris dans le plan d'une courbe d'ordre m , on 
(rmène deux droites OA, OB, parallèles à deux axes fixes, les pro- 
cr duits des segments compris sur ces droites entre le point et la 
(T courbe ont un rapport constant, quel que soit ce point.)) 

Appelons 6 le rapport constant. 

Pour construire la tangente en un point m de la courbe, on mène 
par ce point deux droites ma', mb\ parallèles aux deux premières 
OA, OB. Ces droites rencontrent la courbe en deux séries de 

(m — i) points a', a", — et b\ b\ , et Ton forme les deux produits 

de segments ma. ma" — , mV. mb" Le rapport des sinus des 

^'^ Bull, des sciences mathématiques du baron de Fi^russac 't, p. 391-393. 
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angles a, |3, que la tangente à la courbe au point m fait avec les 
deux droites ma, m&, a pour expression : 

sina 1 ma'.mà'' . . 

sinjS 5 mb'.mb'. . . ' 

ce qui détermine la direction de la tangente. 

Pour construire le cercle osculateur au point m, on prend la 
droite OA parallèle à la tangente en ce point. Cette tangente ren- 
contre la courbe en (m — 2) points a" y a' y. . . L'autre droite, me- 
née par le point m parallèlement à OB, rencontre la courbe en 
(m — 1) points Vyb", ... et le cercle osculateur en un point p. Ce 
point se construit par l'expression 

1 mb'.mh" . . . 



Le cercle osculateur est ainsi déterminé ^^K 

Des recherches qui ont fait suite immédiate à celles dont il vient 
d'être cpiestion dans ce paragraphe vont se trouver dans le cha- 
pitre suivant. 

'*' M. H. J. S. Smith, en citant ces cons- lateors aux deux branches de la courbe 

tructions des deux problèmes , a considéré en ce point. (V. The Cambridge and DubHn 

le cas où la courbe a un point double. D Mathem. Journal, t. VII, 1 853 : On some 

construit les tangentes et les cercles oscu- geometrical ùmstruetions , p. 1 1 8-1 s 6. ) 




CHAPITRE IL 

Sur L'OUVRAGE INTITULE : Aperçu historique sur l*origine et le 

DÉVELOPPEMENT DES METHODES EN GÉOMÉTRIE. RECHERCHES DE 

G^OMiTRlE QUI ONT FAIT SUITE À CET OUVRAGE. 

(1830-18/i8.) 



Une pehséQ principale a présidé à Télaboration de Y Aperçu his- 
torique 9 celle de montrer que la Géométrie, regardée depuis plus 
d'un siècle comme impuissante par elle-même, et devant tirer 
toutes ses ressources et ses acquisitions de l'Analyse algébrique, 
était, au contraire, susceptible de principes généraux et de mé- 
thodes fécondes comme celles de l'Analyse; que ces méthodes avaient 
même parfois des avantages propres, en permettant de pénétrer 
jusqu'à l'origine des vérités et de mettre à nu la chaîne mysté- 
rieuse qui les relie entre elles. 

L'ouvrage comprend trois parties distinctes. La première est un 
exposé historique de l'origine et du développement des différentes 
branches de la science. Dans la deuxième partie se trouvent, sous 
le titre de Notes (au nombre de trente-quatre) , quelques dévelop- 
pements historiques préparant la solution de certaines questions 
restées couvertes d'obscurité, et surtout des résultats mathéma- 
tiques nouveaux, qui ont fait le sujet de divers Mémoires publiés 
depuis, La troisième partie renferme deux Mémoires distincts sur la 

^aphie, c'est-à-dire sur les figures cotrelaiires et 

?«, expressions aujourd'hui consacrées. 

qui a donné lieu à la conqiosition de 




r> 
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l'ouvrage. Par cette raison, nous en parlerons d*abord. Puis nous 
ferons connaître le sujet de plusieurs des Notes qui forment ta 
deuxième partie. 

Il 

La théorie des figures homologiques et celle des polaires réciproques, 
qui sont la base des beaux travaux de l'illustre général Poncclet, 
donnèrent une heureuse impulsion aux recherches de pure Géo- 
métrie. Mais ces deux méthodes de transformation des figures étaient 
susceptibles d'une généralisation que les progrès de la science ren- 
daient nécessaire. Si la transformation des propriétés descriptives 
ne présentait aucune difficulté , il n'en était pas de môme des 
propriétés métriques, dont la transformation ne se faisait que dans 
des limites assez restreintes. En outre, les deux figures, dans Tune 
comme dans l'autre méthode, avaient entre elles des relations de 
position qui restreignaient les conditions auxquelles on aurait voulu 
satisfaire dans la construction d'une nouvelle figure. 

11 y avait donc à désirer, d'une part, un type plus étendu de 
relations métriques transformables, et, d'autre part, un procédé de 
construction de figures transformées satisfaisant à des données et 
à des conditions plus générales que celles auxquelles étaient assu- 
jetties les figui^es homologiques et les polaires réciproques. 

Ces considérations donnèrent lieu à un travail intitulé: Mémoire 

de Géométrie sur deux principes gèiéraux de la sciefice, Id Dualité et 

V Homographie y adressé (en janvier i83o) à l'Académie royale des 

sciences de Bruxelles, en réponse à la question suivante: On de- 

m4inde U7i examen philosophique des dijférmites méthodes employées dans 

la Géométrie récente , et particulièrement de la métlwde des polaires réci- 
proques. 

Ce Mémoire était précédé de quelques recherches historiques 

qui, lors de l'impression, ont pris une plus grande extension, 

et ont formé le volume intitulé : Aperçu histotique sur l'origine et 

le développeinent des méthodes eu Gémnétiie, particulièrement de celles 
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^1 se rapportent à la Géométrie fnodeme, suivi d'un Mémoire de Géo- 
métrie sur deux principes généraux de la science, la Dualité et F Homo- 
graphie^^\ 

III 

Par principe de dualité on entendait, nous lavons déjà dit dans 
le chapitre précédent (S 1 5 , p. û i ) , la dépendance qui a lieu entre 
deux figures dans lesquelles, aux points et aux plans de l'une 
correspondent respectivement des plans et des points de l'autie, 
comme dans les figures polaires réciproques. 

Ces figures, que l'on a appelées corrélatives j offrent une plus 
grande généralité que celles de la théorie des polaires réciproques, 
parce que, une figure étant donnée, on peut prendre arbitrai- 
rement cinq éléments, par exemple, des points ou des plans, qui 
correspondront, dans la figure corrélative, à cinq éléments, plans 
ou points de la figure proposée. 

Les propriétés descriptives de ces figures se transforment sans 
aucune difficulté, comme dans la théorie des polaires. 

Quant aux propriétés de grandeur ou de mesure linéaire, ap- 
pelées, d'après Poncelet, propriétés métriques, on les ramène à un 
type unique , savoir à une fonction de quatre segments auxquels 
donnent lieu quatre points en ligne droite. Que ces points soient 

a, h, Cy d, la fonction sera ^-55; les segments ayant des signes, 

suivant la règle algébrique de la Géométrie de Descartes. Cette 
fonction a été appelée rapport anhamionique des quatre points a, b, 
r, d; expression maintenant généralement en usage. 

La théorie des figures corrélatives les plus générales se peut ren- 

^'' In-quarto, Bruxelles, iSSy. — Ce de Halle, a paru sous ce litre : Geschichtc 

voiomc forme le tome XI des Mémoires der Géométrie, hauptsàchlich mit Betug 

cooroiiDés par TAcadëmie de Bmxelles. auf die iieueren Methoden. Von Chastes. 

Une traduction allemande de Touvrage Aus dem Franzdsischen ûbertragen durch 

(moins la troisième partie). '*•" ^ ** le ly L. \. Sohncke. Halle, 1889, in-8". 
docteur Sohncke, professe 

(3. 
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fermer dans une relation fort simple entre les coordonnées d'un 
point d'une des deux figures et les paramètres de réquation du 
plan correspondant de l'autre figure. Il faut et il suffit pour cela 
(pie féquation du plan renferme au premier degré les coordonnées 
du point. 

Ainsi x\ y\ z étant les cooi^données d'un point de la première 
figure, l'équation du plan corrélatif sera 

X, Y, Z, D étant des fonctions linéaires des coordonnées courantes, 
telles que [ax+by+cz+d). 

Cette équation renferme quinze coelficients arbitraires, a, 6, c, 
d, a\ 6', ... ; de sorte que, une figure étant donnée, on pourra satis- 
faire, dans la construction de la figure corrélative, à quinze condi- 
tions. Aussi peut-on former bien des types différents de figures cor- 
rélatives. 

On prendra, par exemple, à volonté les cinq plans qui corres- 
pondront à cinq points désignés dans la figure donnée. Alors la 
construction géométrique des points et des plans de la figure cor- 
rélative se fait fort simplement. 

Cet exemple suffirait, indépendamment de la considération des 
quinze coefficients arbitraires, pour montrer ce que les figures 
corrélatives ont de plus général que les figures polaires réciproques; 
car dans celles-ci les conditions données doivent comporter la dé- 
termination d'une surface du second ordre, ce qui généralement 
n'est pas possible. Par exemple, on ne peut pas construire une 
telle surface , dans laquelle quatre plans pris à volonté seraient les 
plans polaires de quatre points donnés ^^\ 

Dans le système de deux figures corrélatives le plus général , il 
existe toujours une certaine surface du second ordre qui jouit de 
cette propriété , que les plans corrélatifs des points de cette surface, 

'^ Cela n^ulle du th^'orème énoncé au commencenionl du paragraphe mh du cba- 
pilro pi'écédenl. p. /îî. 
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considérée comme appartenant à la première figure, passent par ces 
points eux-mêmes; ce qui n'a pas iieu pour d autres points. 

Mais, dans certains systèmes particuliers, cette propriété appar- 
tient à tous les points d'une figure. Le déplacenient infiniment 
petit d'une figure dans l'espace en offre un exemple, car, Lorsqu'une 
figure éprouve un déplacement infiniment petit , les plans normaux aux 
trajectoires de ses points enveloppent une figure corrélative. 

Un déplacement fini quelconque d'une figure dans l'espace 
donne lieu aussi à des figures corrélatives, dans lesquelles les plans 
d'une figure passent par les points auxquels ils correspondent. 

La considération d'un système de forces sollicitant un coi^ps so- 
lide libre conduit à un pareil système de figures corrélatives , 
d'après ce théorème: Si Von conçoit dans V espace un système de forces, 
et que Von prenne les plans des moments principaux de ces forces, relatifs 
à tous les points d'une figure, ces plans envelopperont une figure corré- 
lative. 

On peut se servir d'une surface du second ordre pour former 
des figures corrélatives différentes des polaires réciproques, et qui 
se prêtent' à des conséquences particulières. 



IV 

Les figures homographiques les plus générales sont caractérisées 
par l'expression suivante des trois coordonnées d'un point d'une 
Ggure, en fonction des coordonnées du point correspondant de 
Tautre figure: 

a'x-hb'Y-hcz^d' 

y = 



aV -h 6"y -h c-z -h d" ' 

^ _ aV -h 6y -h c"z' H- d' 
" - a'"a' -h by + c"'z' -4- (f ' 

Quinze des roedicients a, h, (\ d, n, h\ . . ., sont arbitraires. Ce 
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qui montre que, une figure étant donnée, on peut assujettir la 
construction d'une figure homographique à quinze conditions, de 
même que la construction des figures corrélatives. 

Par exemple , la détermination d'un point ou d'un plan dépen- 
dant de trois conditions, on pourra demander qu à des points et à 
des plans au nombre de cinq de la première figure correspondent, 
dans la figure homographique, des points et des plans donnés. 

On peut satisfaire ainsi à des conditions de position de la nou- 
velle figure par rapport à la figure proposée. 

Cela suffit pour montrer ce que les figures homographiques ont 
de plus général que les figures homologiques. 

Nous n'entrerons dans aucun détail sur les développements et 
les nombreuses applications de cette double théorie des figures cor- 
rélatives et des figures homographiques, qui forment la troisième 
partie de VAjwrçti historique (p. 576-8/18). 



La deuxième partie de l'ouvrage renferme, comme nous l'avons 
dit, des recherches relatives à quelques points historiques, et sur- 
tout des résultats mathématiques. 

Nous allons indiquer d'abord les principales questions auxquelles 
se rapportent ces résultats. 

La célèbre question des Porismes d'Euclide , présentée sous un 
point de vue nouveau, avec les éléments nettement formulés d'une 
restitution complète des trois livres de l'auteur grec, est le sujet de 
la Note III (p. 274-28/i).Ces principes de restitution, développés 
depuis, ont donné lieu à l'ouvrage publié en 1860 sous ce titre: 
Les trois livres de Porismes (rEuclidey rétablis pour la première fois, 
diaprés la Notice et les Lemmes de Pappus, et conformément au senti- 
m^ent de R. Simson sur la forme des énoncés de ces propositions. 11 sera 
question de cet ouvrage dans notre quatrième chapitre. 
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VI 



Les théories élémentaires qui ont formé, depuis, les bases du 
Traité de Géométrie supérieure et du Traité des sections coniques, ou- 
vrages dont il sera parlé plus loin (chap. iv), sont aussi le sujet 
de plusieurs Notes. 

Dans la Note IX (p. 3 o 2-3 08) se trouvent la définition et les 
propriétés principales du rapport anharmonique de quatre points 
ou de quatre droites, et différentes expressions de l'égalité de deux 
rapports anharmoniques. 

La théorie de Yinvolution de six points , ([ui était tout entière à 
créer, car, bien que l'on ait appelé involution de six points la 
relation qui a lieu entre les points d'intersection des côtés et des 
diagonales d'un quadrilatère et d'une transversale quelconque, on 
ne pouvait faire aucun usage de cette relation , par la raison que 
Ton ne donnait pas de signes aux segments; cette théorie, disons- 
nous, est le sujet de la Note X (p. 3 08-327), où l'on trouve les 
équations très-diverses qui expriment l'involution , et les propriétés 
qui se rapportent t^ ce système de six points '^l 

La Note XV et la Note XVI (p. 33/i-3ûû) font connaître les pro- 
priétés anharmoniques relatives aux points et aux tangentes d'une 
conique, propriétés qui conduisent à une théorie complète de ces 
courbes, comme il sera dit au chapitre iv. 

Vil 

1^ Note XXI (p. 35o-353) renferme quelques propriétés des 
Ovales de Descartes , notamment divers modes de génération de ces 

^'* Ces Notes IX et X ont été repro- 181, 2 63-256. Nous devons citer aussi 

daites et développées par le savant Qéo- l'excellent ouvrage de M. John Mulcahy : 

mètre T. S. Davies, professeur à TAcii- Pn'nciples of modem Geotnetry, vrith nu- 

demie militaire de Woolwich , sous le tilre mérous applications to plane and sphericai 

de: Modem Geomelry, dans le journal figures, DuhWn, 1862, in-8\ 
'uhematiciau , vol. 1 , 1 8/1 5 , p. 1 G 9- 



88 



RAPPORT SUR LES PROGRÈS 



courbes au moyen de deux cercles, ou d'un seul, ou de deux séries 
de paraboles honiofocales. 

La construction par deux cercles est fort simple : Qu'autour iun 
point fixe pris sur la droite des centres on fasse tourner une transversak: 
les rayons menés aux points d'intersection de cette droite et des cercles 
se rencontrent en des points dont le lieu est une ovale ayant ses foyers 
aux centres des cercles. 

La construction au moyen d'un cercle est une transformation du 
cercle, qui s'applique à des courbes quelconques. Les équations 
polaires de deux courbes étant F(r, 0)=o et F(p,fii)) = o, si p est 
une fonction de r, et eo une fonction de 0, on dira que la deuxième 
courbe est une transformée de la première. 

Que l'on prenne œ = 20, et pa = r^, a étant une constante; alors, 
si la première courbe est un cercle, le pôle étant un point quel- 
conque, la transformée sera une avale de Descartes ayant un foyer 
au pâle. 

La transformée d'une droite est une parabole. On conclut de là 
qu'une ovale de Descartes est le lieu des points d'intersection de 
deux séries de paraboles de même foyer, dont les unes passent 
par un point fixe, les autres par un second point fixe, et dont les 
axes font entre eux un angle de grandeur constante W. 

En considérant que les ovales de Descartes sont la projection 
stéréograpbique de la courbe d'intersection d'une sphère et d'un 
cône de révolution'^', on a conclu que ces courbes ont toujours 



^'^ M. Salmon, en citant ce procédé de 
transformation dans son excellent Traité 
des courbes d'ordre supérieur, en a fait 
diverses applications (^4 Treatise on the 
higker plane curves, p. 3&i). 

M. W. Roberts a généralisé celle trans- 
iormation en prenant 

ù)=nO et p=r^'', 
et a remarqué que deux courbes trans- 
formées se coupent sous le mémo angle 



que les deux courbes primitives; pro- 
position importante, qui Ta conduit k 
de belles propriétés des courbes, parti- 
culièrement à divers systèmes de courbes 
orthogonales. (Voir Journal de Mathéma- 
tiques de M. Liouville, t. XIU, p. 309- 
aoo, 18/18.) 

<*^ Théorème de M. Quetelet. (Cbrre*- 
pondance mathématique et physique, t. V, 
1899, p. 11/1.) 
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deux points doubles imaginaires à Tinfini sur un cercIe^^K M. Gay- 
ley a remarqué depuis que ces points doubles sont des points de 
rebroussement^^K 

Une autre propriété très-importante des ovales se trouve aussi 
dans celte Note XXI, c'est cfu elles possèdent trois foyers, c'est-à- 
dire que, outre les deux foyers auxquels se rapporte leur équation 
ar + br' = c, elles en possèdent un troisième, qui, associé à l'un ou à 
l'autre des deux premiers, donne lieu à une équation semblable. 

Cette propriété des ovales a été le point de départ de plu- 
sieurs recherches récentes, dues notamment à MM. Sylvesler, 
Cayley et Crofton^'^ M. Hart avait déjà reconnu que les ovales 
qui ont leurs trois foyers communs forment deux séries de courbes 
qui se coupent deux à deux à angle droit en leurs huit points d'in- 
tersection W. Nous aurons à citer, au chapitre v, d'autres proprié- 
tés de ces ovales, découvertes par MM. Mannheim et Darboux. 



Vin 



La Note XVIII (p. 372-875) renferme la solution de ce pro- 
blème : Étant données quatre surfaces du second ordre inscrites dans 
une surface du même ordre U , construire une surface du second ordre 
inscrite aussi dans II et tangente aux quatre surfaces données. Cette 



<*' Ces poiDts appartiennenl aux asym- 
ptotes du cercle qai est Yindicatrice de la 
sjdière au point d'où parlent les rayons 
projetants. {Aperçu hUt. p. âSo et 353.) 

^'^ Journal de Mathématiques, t. X.V, 
i85o,p. 35/1. 

^"J On doit à M. Sylvester ce beau 
tliéorème : Trois points pris en ligne droite 
sur une cuUque ctrcu/oire (c'est-à-dire qui 
passe par les deux points imaginaires à 
rinfini sur un cercle) sont les foyers d'une 
ocak qui passe par les quatre foyers de la 
cubique (JEdueaùonal Times, juillet 1866, 



p. 88), proposition démontrée par 
M. Cayley [ihid. août, p. 106) et par 
M. Crofton [ihid, octobre, p. 160). 

M. Crollon a démontré plusieurs autres 
propriétés des ovales. (Voir On Certain 
Properties of tlie CartesianOvals , treated hy 
the Method of Vectorial Co^rdinates, inséré 
dans les Proceedings de la Société mallié- 
matiquede Londres, mars 1866.) 

^*'' An account of some transformations 
ofcurves. (Voir The Cambridge and Dublin 
Mathematical Journal, t. VIII, i853, 
|). /i7-r>o.) 



90 RAPPORT SUR LES PROGRÈS 

solution devient celle du célèbre problème d'une sphère tangente à 
quatre sphères données, en supposant que la surface U se réduise 
à une conique représentant une surface inGninient aplatie, puisque 
cette conique soit le cercle maginaire situé à rinfini. 

IX 

Trois diamètres conjugués déterminent un ellipsoïde. La 
Note XXV a pour objet de construire en grandeur et en directiou 
les trois axes de Fellipsoïde, question dans laquelle on s'était borné 
à donner Téquation du troisième degré qui détermine la grandeur 
des axes. Par un simple raisonnement fondé sur le prin^pe de cmh 
tinuité, ou, en d'autres termes, des relations contingentes y nommant 
ainsi les relations qui existent dans un état général d'une figure et 
disparaissent (devenant imaginaires) dans un autre état également 
général de la ligure, on est conduit à deux constructions de la 
question. Puis on en conclut quelques théorèmes nouveaux. Nous 
citerons celui-ci : Si l'on demande que trois diamètres conjugués (Tun 
ellipsoïde aboutissent à trois points donnés , et que deux axes de T ellip- 
soïde soient de grandeur donnée ^ tous les ellipsoïdes satisfaisant à ces 
conditions ont leurs centres sur une courbe du quatrième ordre y qui est 
une ligne de courbure commune à deux surfaces homofocales. 

Si les trois axes de l'ellipsoïde sont donnés en grandeur, huit 
ellipsoïdes satisfont à la question; leurs centres sont les huit points 
d'intersection de trois surfaces homofocales. 



La Note XXX (p. Syô-SSS) se rapporte à un système de sur- 
faces réciproques, dont il parait que Monge s'était occupé, car la dé- 
finition analytique de ces surfaces nous a été conservée dans une 
liste de ses Mémoires (*^ 

^'^ Voici la simple note que Ton possède rries coordonndes il\iii point d'une sur- 
sur ce travail de Monge : frx , y, z (^tant crface courbe, \xi\xr lequel on a Tëquation 
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On démontre que les surfaces dont il s'agit sont des polaires réci- 
proques relatives à un paraboloïde. 

On fait connaître ensuite un nouveau système de surfaces réci- 
proqwSy dérivé de la considération du mouvement infîniment petit 
d'un corps dans l'espace, et qui s'exprime par des relations diffé- 
rentes de celles de Monge, mais aussi simples. On donne enfin 
les formules générales qui comprennent, comme cas particuliers, 
ces deux systèmes de surfaces réciproques. 

Le Mémoire de Monge n'a pas été publié , et l'on n'a jamais su 
quel en était le sujet; mais, comme l'illustre auteur avait ramené 

aux quadratures Vintégration de Véquaiicm differmttelle à deuj; variables 

dv 
y = xFp + fp, ¥ et î étant des fonctions quelconques de p = -p» par la 

considération de courbes réciproques ^^', on était induit à penser que 
les surfaces réciproques avaient pu servir à l'intégration des équa- 
tions aux différences partielles à trois variables. Effectivement la 
Note XXX développe le calcul qui pouvait satisfaire à la questionnai 
Et, en outre, cette conjecture a été confirmée depuis par un beau 
travail de M. A. de Morgan, l'éminent professeur de ïUniversity 
Collège de Londres. 



9dz=pdx-^qdy, les coordonnées j?', y', z' 
«rde son point réciproque ont pour expres- 
crsions 

*'=•?' / = ^> z'=px-^qy — z. 

vLe lieu de tous ces points réciproques 
frest la surface réciproque de la surface 
ir proposée. La réciprocité de ces deux 
ffsarfaces consiste en ce que la première 
(Tsurface est le lien des points réciproques 
«delà deoiième, comme la deuxième est 
ffle fa'eu des points réciproques de la pre- 
«mière.n (Voir AppUeation de l* Analyse à 
la Géométrie, à* ëdit. 1809, p. iv.) 

**^ Corresp. sur VEeole Polytechnique ^ 
t. I, i8o5. p. 73. 



^*^ M. 'A. de Morgan, dans un Mé- 
moire sur rintégration des équations aux 
différences partielles, donne deux mé- 
thodes, dont la seconde coïncide avec 
celle que propose la Note de ^Aperçu 
comme pouvant avoir été Tobjet du Mé- 
moire de Monge; coïncidence que fait 
connaître M. de Morgan. (Voir Methods 
of Integreting Partial Dijferential Equa- 
tions, Transactions de la Société philoso- 
phique de Cambridge, vol. VIII, 18^9, 
p. 606-61 3.) — On some points of ihe 
intégral Calculm. {Ibid. vol. IX, part II, 
i85t, p. 1 19.) 
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XI 

Les théorèmes de Pascal et de Brianchon relatife à Fheiagone 
inscrit ou circonscrit à une conique faisaient désirer quelques pro- 
priétés analogues des surfaces du second ordre. Cette recherche a 
été le sujet de la Note XXXII. 

En observant que ces théorèmes se peuvent rapporter à un 
simple triangle en présence d'une conique, on a été conduit à une 
double propriété d'un tétraèdre et d'une surface du second ordre, 
qui, à ce point de vue, est une généralisation admissible. Voici 
l'énoncé correspondant au théorème de Pascal : 

Lorsque les six arêtes (Tun tétraèdre rencontrent une surface du 
second ordre en douze points y on peut considérer ces points comme étant 
trois à trois sur quatre plans déterminés chacun par trois points appar- 
tenant à trois arêtes du tétraèdre issues d'un même sommet: ces plans ren- 
contrent respectivefnent ceux des faces opposées aux sommetSy suivant quatre 
droites qui sont les génératrices (Tun même système d'un hyperboloide. 

Le théorème corrélatif correspond au théorème de Brianchon. 
Les deux théorèmes donnent lieu à plusieurs corollaires. Il existe 
d'autres théorèmes généraux relatifs à un tétraèdre et à une sur- 
face du second ordre ^*'. 

XII 

Diverses propriétés des courbes à double courbui'e du troisième 
ordre, dont on ne connaissait encore qu'une seule, due à M. Mô- 
bius^^\ et des propriétés de la développable lieu des tangentes de 
celte courbe, font le sujet de la Note XXXIII (p. /io3-ûo7). Nous 

<*> Aperçu, Note XXXII, p. àoo-ào3. a38-aA3; t VII, iSSa, p. io-i3. Ajou- 

Th. Weddie, jeune géomètre enlève pré- tons surtout que l'auteur est [yarvenu, en 

maturément aux sciences , a démontré ces outre, à une relation entre dix points 

théorèmes et plusieurs autres présentant d'une surface du second 

aussi de Tanalogie avec les théorèmes de était le but principal da 

Pascal et de Brianchon , dans le Cambridge \ Ihid, t. V, p. a-aG-j 35. 
and Dublin Mathetnatical Journal, t. IV, *^ Léminent géom^ 

iS'jQ. p. o6-'ift; t. V. i85o, p. 58-69, onsbarycent 
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aurons a roenir sur ces courbes du troisième ordre dans notre 
chapitre iv. 

XIII 

Nous citerons enfin la Note XXXI (p. SS^-Sgg), cpii, sous le titre 
de Propriétés nouvelles des surfaces du second ordre, analogues à celles 
des foyers dans les coniques, renferme un grand nombre de théorèmes 
concernant soit une seule surface , soit le système triple de surfaces 
homofocales : théorèmes qui sont devenus d'un usage important 
dans beaucoup de recherches depuis quelques années. 

Les propriétés relatives à une surface se rapportent principa- 
lement à deux coniques qui, dans la surface, jouent, chacune, le 
rôle des deux foyers dans les coniques. Ces deux courbes sont pré- 
cisément celles que M. Dupin avait trouvées, ainsi que nous Tavons 
dit (chap. i), comme étant chacune le lieu des foyers de l'autre, et le 
lieu des sommets des cônes de révolution passant par une conique, 
puis comme lieux des ombilics du système triple de surfaces du 
second ordre orthogonales, et aussi comme limites de ces surfaces, 
qui, perdant une dimension, s'aplatissent et se réduisent à des 
coniques; mais Tillustre géomètre n'avait pas étudié leurs rap- 
ports avec une des surfaces. Ces courbes avaient aussi été remar- 
quées, à des points de vue différents, par Binèt ^^ comme lieux des 
points de l'espace pour lesquels un corps solide a deux de ses 
moments d'inertie principaux égaux entre eux; par Ampère ^^^ 
comme le lieu des points d'un corps qui admettent une infmité 
d'axes permanents de rotation; par MM. Quetelet ^^\ Demonfer- 

gaoche da troisième ordre, de ses plans ' Journal de r École Polytechnique, 

oscolatears et de ses tangentes, a re- xvi* cahier, p. 63. 

eonna qae kê panUt d'intersection des *"' Mémoire svr les axes permanents de 

UÊgenies et d'un plan 'osculateur sont rotation des corps. { Voir Mém. de VAcad. 

le eoNft^. (Der barycentriscke Cal- des sciences, t. V. ]8{i6, p. 86-1 Sa.) 

cm neues Hûjfsmittel zur anahjti- '^' Nouveaux Mémoires de l'Académie de 

BAanihng der Géométrie, t/eipzig. Bruxelles, l. II, iSao, p. i5i. — Cor- 

rrsfMtudatice mathématique, l. III. p. ay'i. 
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rand ^*^ et Morton ^^^ comme le lieu des sommets des cdnes de l'évo- 
lution qu on peut faire passer par une conique (ainsi que ravaitfait, 
dès le principe , M. Dupin) ; enfin , par Steiner ^'^ et Bobillier W, comme 
le lieu des sommets des cônes de ri'^volulioii (|u'on peut circons- 
crire à une surface du second ordre. 

Mais dans ces recherches rien n avait fait soupçonner Tanalogie 
qui existe entre les propriétés de ces courbes, à l'égard de la surface 
dans laquelle on les considère , et les propriétés des foyers d'une 
conique. 

On démontre ici que chacune des deux courbes est, à l'égard 
de la surface, ce qu'est le ^stème des deux foyers à l'égard d'une 
conique. Par cette raison , les deux courbes sont nommées coniques 
focales ou excentriques de la surface. 

Les surfaces qui ont une nii^me conique focale ont nécessai- 
rement en commun la seconde conique focale. 

Ces surfaces homofocales donnent lieu à de nombreuses propriétés; 
une, entre autres, que l'auteur dit être la plus importante, c'est 
qu'elles sont toutes inscrites dans une môme développable imagi- 
naire, dont les deux coniques focales sont des lignes doubles (ou 
lignes de striction, suivant l'expression de Poncelet); les deux au- 
tres lignes de striction sont imaginaires : l'une est une troisième 
focale comprise dans le troisième plan principal commun à toutes 
les surfaces, et l'autre est à l'infini. 

Le lieu des pôles d'un plan relatifs aux surfaces est une droite per- 
pendiculnire au plan '^^^ ; etc. 

Parmi les théorèmes relatifs à une surface, on distingue celui-ci: 

Le cône circonscrit à une surface a pour axes principaux les nor- 

^'^ Buileiin de la Société philomathique , '^^ Correspondance mathémalique et pkf- 

ann. 1 8a5, p. 1 1 4. siquCy de M. Quelelet , t. IV, 1 8*i8 , p. i Sy. 

^^ Transactions de la Société philosophique - Comme au nombre des surfaces se 

de Cambridge, t. lll, i" partie, p. i85. trouvent les quatre coniques, lignes de 

^*^ Journal de Mathématiques de Crelle. slrich'on de la dëveioppable . on conclut de 

t. I, 18*10, p. 38, et Bulletin des sciences ce thëon>mo, à Tëganl de la quatrième. 

mnthcmat. de Féniswic . t. VII . 1 8':i7. p. a. qu'elle esl le ri»rr/f? imaginaire situé h Vinfthi. 
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vuiles aux trois surfaces homofocales inenées par son sommet y et pour 
lignes focales les génératrices de Vhyperholoïde à une nappe y qui est F une 
de ces trois surfaces; d'où il résulte que les cônes denierne sommet circons- 
crits à deux surfaces homofocales se coupent à angle droit y et, par suite, 
que deux surfaces homofocales peuvent être considérées comme les deux 
nappes lieux des centres de courbure d'une famille de s^irfaces^^^ 
M. Liou ville a donné l'équation générale de ces surfaces '*^\ 
Les théorèmes contenus dans cette Note XXXI ont toute la gé- 
néralité désirable , à l'exception de deux. En signalant ces deux-là 
aux recherches des géomètres, Tauteur ajoute que leur généralisa- 
tion permettrait sans doute de lever les difficultés que présente le 
problème de l'attraction des ellipsoïdes sur les points extérieurs. 
Effectivement, dans une simple note, à la fm de la partie historique 
de l'ouvrage (p. 556), se trouve une proposition qui, par sa géné- 
ralité, satisfait au double ^^sû^a^um signalé. Et depuis, ces théo- 
rèmes généralisés ont permis de traiter le problème de l'attraction 
des ellipsoïdes par des considérations nouvelles et très-fécondes 
(voir ci-après, 8 \ 5). 

XIV. 

Recherches purement historiques. 

Nous indiquerons ici les recherches qui, dans la Note XII, inti- 
tulée : Sur la Géométrie des Indiens, des Arabes, des Latins et des Occi- 
dentaux au moyen âge (p. /ii 6-5^2), se rapportent à un passage 

_ ■ 

célèbre de la Géométrie de Bo('»ce , et à la Géométrie cultivée 
très^nciennement chez les Indiens. 

En jetant un coup d'œil rapide sur l'état de la Géométrie clitz les 

^'^ Aperçu historique sur l'origine et le 1809 sur les surfaces du second ordre, 

déoe l oppemeut des méthodes en Géométrie, mentionné au chapitre i, p. 76; et le cas 

p. 3g3. — Le cas psEticnlier de deux sur- général, dans deux écrits de i83i et 

fines hoRiofocaies de révolution et celui )83/i. (Voir, h. ce sujet, le Journal, etc. 

des denx coniques focales qui repi-ésen- de M. Lioiivilic, t. \f , i8^(), p. i!io-i93. 

lent denx surfaces homofocales infiniment ^'^ Journal dr Mathématiques, t. \VI, 

aplaties se litHivaionl dans le Mémoire de i8r>i , p. <>. 
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^ue notre système de numération ne nous a point éU importé 
par les Arabes, et qu'il était pratiqué vulgairement au temps de 
Boèce. Il n'y a même aucune raison de dire qu'il ne remonte pas 
jusqu'à Pythagore, à qui Boèce l'attribue très-formellement -**. 



La Géométrie de Boèce renferme un autre passage beaucoup 
^oins important, mais qui méritait une*niention spéciale. C'est la 
description du pentagone étoile^ qui n'y avait point encore été remar- 
îuée. Ce passage curieux induisait naturellement à rechercher si 
'OU rencontrerait, dans le cours du moyen âge, des traces de cette 
Jiéorie des polygones étoiles, dont l'ouvrage de Boèce présentait 
^iisi le germe. Effectivement cette recherche fit reconnaître que 
B'^a.dwardin, au commencement du xiv*" siècle, et, deux siècles après, 
Cfiaries de Bouvelles avaient traité assez amplement de ces poly- 
pe *xes, qu'ils nomment ^gi/res à angles égrédients; puis enfin que 
1^^ Jiïler, dans son immortel ouvrage de Y Harmxmique du Monde, a été 
coxxduit à la véritable notion analytique qui lie ces figures étoilées 
«* >t polygones anciens, savoir, que les côtés des polygones de môme 
BC^rnbre de sommets sont les racines d'une même équation; par 
ei^^mple, que les côtés des trois heptagones sont les racines d'une 
é^î^iation du troisième degré; vue analytique profonde, qui aurait 
A.^ suffire pour préserver de l'oubli cette partie de l'ouvrage du 
grand Kepler. 



f Aperçu historique et développes depuis 
dans les Cvmptes rendus de TAcadëniie. 

Mais il faut consulter surtout, sur cette 
matière, rimportant ouvrage du savant 
professeur de Tuniversîté d'Heidelberg , 
le D' Morice Cantor, sur Tintervention 
des Mathématiques dans le dëveloppemenl 
de la civilisation des peuples : Mathema" 
tisehe Beiirâge zum Kultwrkhen der Vôlker, 
Ifalle, i863, i vol. in-8\ ASft pages. Une 



analyse fort ëlendue de cet ouvrage, due 
à réminent hellëniste et érudit M. Henri 
Martin, doyen de la Faculté des lettres 
de Kenncs, se trouve dans les Annali di 
Matematica de M. Tortolini, t. V, i863, 
p. aSy-So/i et SSy-Sgi. 

^'^ Recherche des traces anciennes du 
systhme de VAhacus, Calcul de Victorinus 
et Commentaire d* A bbon. {Cotnptes rendus , 
t. LXIV, 1867, p. 10.^9-1067.) 
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Romains, lautour s est attaché à la divination d'un passage obscur 
qui termine le premier livre de la Géoraétrie de Boèce, et se rap- 
porte à un système arithmétique en usage chez les Pythagoriciens, 
et dont se servaient les arpenteurs romains. Ce passage avait résisté 
aux interprétations des érudits, depuis plus de deux siècles. L'expli- 
cation qu'on en donne montre que le système décrit par Boèce, 
comme étant celui dont on se servait de son temps dans les calculs 
de la mesure des surfaces, était notre système actuel, qui se pra- 
tiquait alors avec neuf chiffres, sans le zéro; ces chiffres prenaient 
des valeurs de position croissantes en progression décuple , dans 
des colonnes, ce qui permettait de laisser une place vide où nous 
employons un zéro. 

Dans le cours de celte explication se trouve une remarque alors 
inattendue, savoir, qu'il y a identité entre le système décrit par 
Boèce, et le sujet d'un petit traité de Gerbert (le pape Sylvestre II), 
intitulé : De numerorum divisione, dont on ignorait aussi la signi- 
fication, et que l'on croyait dérivé en termes mystérieux de la 
science arabe. 

Ces deux textes obscurs de Boèce et du pape Gerbert deman- 
daient des développements qui ont fait le sujet de plusieurs com- 
munications à l'Académie des sciences W, et les vues émises dans 
Y Aperçu ont été adoptées par les érudits W. Ainsi, il est reconnu 



^'' Voir : Comptes rendus de V Académie 
des sciences, t. VI , 1 838 , p. 6 1 8 ; t. VIII , 
p. 711; t. IX, p. 447; t. XVI, \%h^\ Expli- 
cation des traités de VAhacus, p. 156-178 
et a 1 8-a46 ; Développetnents et détails his- 
toriques sur divers points du système de 
rAbacus,ii. isgS-iSso; t. XVII : Be- 
cherche des traces du système de VAha- 
cus , après que cette méthode a pris le nom 
d'Algorisme; — Preuves que y à toutes les 
époques jusqu'au xvi' siècle, on a su que 
r Arithmétique vulgaire avait pour origine 
cette méthode ancienne , p. 1 /i.3-i ^/i. 



^*^ Notamment par Humboldt, cpii pre- 
nait d'autant plus d'intërél au sujet , qu'il 
avait fuit une ëtude approfondie des divers 
systèmes de chiffres usités chez les diffé- 
i*enls peuples, et sur Torigine de la valeur 
de position. {Cher die bei vcrschiedenen Vol- 
kem ûblichen Systemen von Zahlzeieken und 
ûber den Ursprung des Stellenverthes in den 
indischen Zahlen. Voir Journal de Crelle, 
t. IV, 1829, p. Qo5-a3i.) 1 /illustre au- 
tour a approuvt^ pleinement, dans son 
Cosmos (t. IL p. 198 et n'jb de la traduc- 
tion française), les n^sultalsconsignc^s dans 
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que notre système de numération ne nous a point été importé 
par les Arabes, et qu'il était pratiqué vulgairement au temps de 
Boèce. Il n'y a même aucune raison de dire qu'il ne remonte pas 
jusqu'à Pythagore, à qui Boèce l'attribue très-formellement ^*l 

La Géométrie de Boèce renferme un autre passage beaucoup 
moins important, mais qui méritait une*mention spéciale. C'est la 
description du pentagone étoiîéy qui n'y avait point encore été remar- 
quée. Ce passage curieux induisait naturellement à rechercher si 
Ton rencontrerait, dans le cours du moyen âge, des traces de cette 
théorie des polygones étoiles, dont l'ouvrage de Boèce présentait 
ainsi le germe. Effectivement cette recherche fit reconnaître que 
Bradwardin, au commencement du xiv* siècle, et, deux siècles après, 
Charles de Bouvelles avaient traité assez amplement de ces poly- 
gones, qu'ils nomment Jlgures à angles égrédients; puis enfin que 
Kepler, dans son immortel ouvrage de X Harmonique du Monde ^ a été 
conduit à la véritable notion analytique qui lie ces figures étoilées 
aux polygones anciens, savoir, que les côtés des polygones de même 
nombre de sommets sont les racines d'une même équation; par 
exemple, que les c6tés des trois heptagones sont les racines d'une 
équation du troisième degré; vue analytique profonde, qui aurait 
dû suffire pour préserver de l'oubli cette partie de l'ouvrage du 
grand Kepler. 



\ Aperçu hiêtorique et développés depuis 
dans les Comptes rendus de T Académie. 

Mais il faut consulter surtout, sur cette 
matière, rimportant ouvrage du savant 
professeur de l'université d'Heidelbcrg , 
le D' Morice Cantor, sur Fintervention 
des Mathématiques dans le développement 
de la civilisation des peuples : Mathema- 
ùsehe Beiirâge zum Kulturlehen der Vôlker, 
Halle, 186.3, 1 vol. in-8". A3f) pages. [Ine 



analyse fort étendue de cet ouvrage, due 
à Féminent helléniste et érudit M. Henri 
Martin, doven de la Faculté des lettres 
de Rennes, se trouve dans les Annali di 
Matematica de M. Tortolini, t. V, i863, 
p. 957-80/1 et 337-891. 

^'^ Recherche des traces anciennes du 
systhme de VAhacus, Calcul de Victorinus 
et Commentaire d*Abbon, {Comptes rendus, 
t. lAIV, 1867, p. 1059-1067.) 
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XV 

Une analyse des ouvrages indiens mis au jour par le célèbre 
orientaliste CoIebrooke^'Hrouvait une place nécessaire àànsY Aperçu 
historique; car ces ouvrages renferment, indépendamment d'une 
partie algébrique qui avait causé un grand étonnement, une par- 
tie géométrique qui n avait point été suffisamment étudiée, sur 
laquelle on s'était mépris, et qui méritait autant que TÂlgèbre de 
Gxer l'attention des géomètres. 

Le fragment d'algèbre qui se trouve dans Touvrage de Brahme- 
gupta se rapporte à l'analyse indéterminée du premier et du second 
degré. Les solutions de l'auteur sont supérieures atout ce que ren- 
ferme sur ce sujet l'ouvrage de Diophante; elles ont un cachet 
d'originalité qui distingue la science hindoue de la science grecque. 
Les formules y sont précisément celles auxquelles Euler est par- 
venu , dans le siècle dernier, après que Viète , Fermât et d'autres 
s'étaient occupés de cette partie de l'Analyse. 

Golebrooke avait pensé que la Géométrie avait été cultivée 
par les Hindous avec beaucoup moins de succès que TAlgèbre, 
parce qu'il ne remarquait, dans la partie géométrique de Brahme- 
gupta , que quelques propositions élémentaires , telles que le carré 
de l'hypoténuse dans le triangle rectangle , la proportionnalité des 
côtés homologues dans les triangles semblables, et Faire du triangle 
en fonction des trois côtés , qui paraissait être la proposition la plus 
considérable de l'ouvrage. 

En outre , l'illustre orientaliste et les érudits qui rendaient compte 
de l'ouvrage avaient admis qu'un autre auteur hindou, Bhascara 
Acharya, du xii*^ siècle, postérieur à Brahmegupta de cinq à six 

^'^ Algebra with arithtnetic and mensu- Golebrooke et les auteurs anglais. D^au- 

ration, from the sanscrit of Brahmegvfta très, depuis, ont remplace Te par un a, 

and Bhascara, London, 1817, in~/i^ et ont écrit Brahmoffupta. 

Nous écrivons Brahmegupta, d*après 
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siècles, avait écrit d'une manière plus savante que celui-ci, et 
1 avait même rectifié sur quelques points. C'eût été là un fait bien 
singulier dans l'histoire de la civilisation hindoue, qu'on sait avoir 
été toujours en déclinant depuis un grand nombre de siècles, 
à tel point que, depuis longtemps, on ne comprend plus, sur les 
lieux, les ouvrages qui ont été transmis par une longue tradition. 

Cette considération, et la discordance surtout qui avait lieu 
entre la perfection du fragment d'algèbre de Brahmegupta et l'in- 
fériorité apparente de la partie géométrique, provoquaient à un 
nouvel eiamen de l'ouvrage hindou. 

Cet examen est le sujet principal de la partie de la Note XII 
relative à la Géométrie des Indiens. On y a reconnu cpie cette 
partie géométrique de l'ouvrage de Brahmegupta renfermait di- 
verses propositions dont Colebrooke n'avait point tenu compte, 
probablement parce qu'elles y sont en quelque sorte comme autant 
d'énigmes par le laconisme et l'obscurité de leurs énoncés , dans 
chacun descpels certaines conditions qui forment l'hypothèse sont 
toujours sous-entendues. Ces propositions sont précisément les plus 
importantes; elles sont le sujet de l'ouvrage, et elles montrent que, 
loin de renfermer des éléments de Géométrie , comme on l'avait 
cru d'abord, ce fragment n'est autre qu'une théorie du quadrilatère 
iMcriptible au cercle. L'auteur s'y propose et résout avec un plein 
succès ce problème , alors remarquable : Trouver quatre lignes expri- 
mées en nombres rationnels tels, que le quadrilatère inscriptible dans le 
cercle f formé avec ces lignes pour côtés, ait toutes ses autres parties, telles 
que sa surface, ses diagonales, le diamètre du cercle circ^mscrit, etc. 
exprimées aussi en nombres rationnels. 

La théorie dont il s'agit est exposée complètement et avec une 
grande précision ; toutes les propositions s'enchaînent naturellement ; 
mais les énoncés y sont très -laconiques, parce qu'on y suppose 
connues les conditions principales de la question. 

Ce fragment de géométrie n'a rien de plus pratique que le 
fragment d'algèbre qui renferme la théorie dos équations indéter- 
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minées du premier et du second degré. Les deux prouvent que 
rAIg(>bre et la Géométrie avaient été cultivées avec le même suc- 
cès, au point de vue théorique, c'est-à-dire de la science propre- 
ment dite, par lancien peuple hindou, et nous pouvons ajouter, 
d'une manière originale et supérieure à la science grecque. Car s'il 
est question du quadrilatère inscriptible au cercle dans Ptolémée, 
et probablement dès lors dans Hipparque, c'est simplement pour 
le calcul des cordes (doubles des sinus actuels), utile en Trigono- 
métrie. Et il ne nous a été transmis aucun fragment, ni par les 
auteurs grecs, ni par les Arabes qui les ont étudiés pendant trois 
siècles avec zèle, qui nous autorise à croire que les Grecs se soient 
occupés de la question du quadrilatère inscriptible, imaginée et 
résolue par les Indiens. 

Est-ce fortuitement que la théorie des équations indéterminées 
du second degré et celle du quadrilatère inscriptible au cercle se 
trouvent réunies dans l'ouvrage de Brahmegupta? On pourrait le 
croire, puisque ces deux questions. Tune de pure Analyse et l'autre 
de pure Géométrie, ne paraissent pas comporter de points de con- 
tact. Mais il existe des liens secrets dans toutes les parties des Ma- 
thématiques; il y avait donc lieu ici à réflexion et examen, d'au- 
tant plus que l'on savait par Lucas de Burgo que les formules 
données par Léonard de Pise, dans son Traité des nombres carrés, 
pour la résolution de l'équation ar^ + y* = A , y étaient démontrées 
par la considération desjigures géométriques ^^K 

L'étude de la question a fait reconnaître qu'effectivement les for- 
mules algébriques de Brahmegupta se pouvaient déduire des cons- 



^'^ Ce traite de Fibonacci , dont on de- ouvrages du moyen âge et de la renais- 

plorail la perle, depuis que Lucas de sance que Ton croyait perdus. ( V. Cbfit^tef 

Burgo en avait fait mention , a été retrouve rendus de l'Acad. des sciences, t. XXXIV, 

et publié par le prince Ballhasar Bon- 1 85 a , p. 889 ; t. XXXIX , 1 85 & , p. 1 1 7 1 ; 

compagni, à qui les sciences mnlhéma- t. XL, i855, p. 775; t. XL VIII, 1859, 

tiques doivent la publication de nombreux p. io54; t. LXIV, 1867, p. 89.) 
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tructioiis de la question géométrique : cela a éié le sujet d'un tra- 
vail que nous nous bornerons à indiquer ici '''. 

Pour compléter cette notice sur les progrès que l'histoire des 
Mathématiques chez les Indiens a faits depuis une trentaine d'an- 
nées, nous mentionnerons des Recherches sur V Astronomie indienne 
à une époque reculée, d'après un manuscrit inédit, qui renferment 
des révélations nouvelles, notamment une méthode de calcul du 
mouvement des planètes, que les Indiens attribuent aux Chaldéens 
et qui diffère de celle des Grecs transmise par Ptoléniée dans r.4/- 
tnageste^^K Ces recherches ont été le sujet d'une communication à 
TAcadémie , dans sa séance du s novembre i8/i6(^). Elles offrent 
un nouvel exemple de l'originalité des travaux mathématiques des 
Indiens à l'égard de ceux des Grecs. 

XVI, 

Recherches de Géométrie qui ont fait suite à F Aperçu historique. 

Attraction des ellipsoïdes. — Nous avons dit que l'étude des pro- 
priétés des surfaces homofocales, qui est le sujet de la Note XXXI 
de Y Aperçu historique^ complétée par une Note additionnelle de l'ou- 
vrage (p. 556), permettait de traiter la question de l'attraction 
des ellipsoïdes par des considérations nouvelles très-fécondes. C'est 
effectivement le propre des spéculations de pure Géométrie de 
s'étendre naturellement et d'offrir, par un enchaînement continu, 
des ressources inattendues. Aussi la question de l'attraction se pré- 

^'' Noie 9ur ks équations indéterminées même dans le Irès-suvaiit ouvrage de 

du second degré. — Démonstration géomc- M. Vazquez Qucipo : Essai sur les systèmes 

trique des formules- des algébristes indiens. métriques et monétaires des anciens peuples, 

(Voir Jour», de Math. 1. 1 1, 1 8 3 7 , p. 3 7-6 5 .) depuis les premiers temps historiques jusqu'à 

^^ On remarqae aussi dans cette i4«(ro- la fin du khalifat d'Orient, a vol. in-8*, 

mnme indienne une mesure de la terre en iSSq. 

pas de chameau, unité de mesure dont il ^'^ Comptes rendus, l. XXIII, p. 865- 

ne se trouve nulle part aucune menlinn, 856. 
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scnta-t-elle à l'auteur sous plusieurs points de vue, qui donnèrent 
lieu à divers Mémoires, et s'étendirent même au problème général 
de l'attraction d'un corps de forme quelconque. 

18.37. Un premier travail ^*^ a pour objet de montrer que les formules 
connues pour l'attraction de l'ellipsoïde sur un point extérieur con- 
duisent immédiatement, par un simple changement de variables, 
auquel on n'avait pas encore songé, à l'expression de rattraction 
d'une couche infiniment mince comprise entre deux surfaces ellip- 
soïdales concentriques, semblables et semblablement placées; attrac- 
tion qu'on prouve être normale à l'ellipsoïde mené par le point et 
homofocal à la surface externe de la couche; ce qui fait connaître 
les mrjaces do niveau relatives à l'attraction de la couche. Ce chan- 
gement de variables par lequel on réduisait les intégrales doubles 
à des intégrales simples permettait d'étendre la solution au cas de 
l'ellipsoïde hétérogène, résultat auquel Poisson a attaché de Tim- 
poilance^^^ 

18.37. Dans un second Mémoire, intitulé : Sur TaUraction d^une couche 
ellipsoïdale infiniment mince ; — Des rapports qui ont lieu entre cette attrac- 
tion et les lois de la chaleur dans un corps en équilibre de température ^\ 
l'auteur détermine directement, par de siaiples considérations de 
Géométrie, l'expression de l'attraction de la couche infiniment mince, 
qu'il avait déduite, dans le Mémoire précédent, des formules connues 
de l'attraction d'un ellipsoïde. Il est conduit à une propriété nou- 
velle des points correspondants que, dans son Mémoire sur Tattrac- 
tion des ellipsoïdes homogènes W, Ivory avait considérés sur deux 
ellipsoïdes homofocaux, et par lesquels il ramenait immédiatement 
le calcul de l'attraction sur des points extérieurs au cas des points 

r # 

^'' Journal de VEcok Polytechnique, >^ Journal de l'Ecole Polytechnique, 

WN* cahier, 1887, p. «i A 4-965. xxv* cahier, p. aC6-3iC. 

'^^ Comptes rendus de l'Académie des '*' Philosophical Transactions , 1809. 

sciences, t. VI . i838, p. 8.39 ri 871. 
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intérieui^s. Cette propriété consiste en ce que : Le lieu (Tune série 
de points correspondants sur des ellipsoïdes hotnofocaux est une trajec- 
toire orthogonale à leur surface (c'est-à-dire la courbe d'intersection 
de deux hyperboloïdes homofocaux). 

Ce théorème, qui s'applique, bien entendu, à une série d'hyper- 
boloides ou de paraboloïdes homofocaux , avait ici une très-grande 
importance, parce que cette propriété des points correspondants 
indiquait une voie de généralisation des théorèmes relatifs à l'ellip* 
soïde^^', et de leur extension à l'attraction des corps de forme quel- 
conque, comme on le dira plus loin. 

Le même Mémoire renferme diverses analogies entre les pro- 
priétés de l'attraction d'une couche ellipsoïdale et les lois de la 
chaleur dans un corps en équilibre de température. On y démonti*e 
aussi quelques théorèmes généraux sur Taltraction de couclies 
différentes de la couche elliptique, sujet dont les géomètres ne 
s^étaient pas encore occupés. 

C'est dans ce Mémoire et dans le précédent que l'on a considéré 
pour la première fois les surfaces de niveau relalives h l'attraction 
d'un corps, qui sont maintenant d'un usage continuel. 

Nous citerons une propriété importante de ces surfaces : Si ton 
conçoit un canal infiniment étroit dont les arêtes curvilignes soient des 
trajectoires orthogonales aux surfaces de niveau relatives à un corps 
quelconque, les attractions que ce corps exercera sur les éléments des 
surfaces de nioeau interceptés par ce canal auront toutes la même va- 
leur ^'^l 

Le célèbre théorème de Maclaurin sur l'attraction des ellipsoïdes 
consiste en ce que : Detix ellipsoïdes hotnofocaux exerceîit sur un point ex- 

^'' L'aateiiranD0Dce(S9â)qaerQttrac- get, comme il sera dit au chapitre v. 
lion des paraboloïdes elliptiques présente ^'^ Art. ho et 65 du Mënioirc. — Dans 

tous les mêmes résultats que l'attraction une Note sur l'attraction y }\, C. Briot a 

des ellipsoïdes , et qu'il en fera le sujet d'un donne une nouvelle démonstration de ce 

Hémoirespécial. Ce travail n'a pas paru. La théorème. ( Voir Journal (le Mathématiques , 

question a été traitée depuis par M. Uour- t XI, i8A6,p. 17Û-17G.) 
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térieur des attractions qui ont la inénie direction et sont entre elles comme 
les masses des deux ellipsoïdes. Maclaurin n'avait démontré ce théo- 
rème que dans le cas le plus simple, celui où le point attiré est 
situé sur un des axes des deux ellipsoïdes. Sa généralisation était 
fort d('»sirce et avait exercé en vain la sagacité de plusieurs géomètres, 
notamment de d'Alembert et de Lagrange. Ce fut Laplace qui parvint 
à démontrer le théorème pour une position quelconque du point 
attiré; et cela lui permit de déduire Texpression de l'attraction sur 
un point extérieur de l'expression sur un point intérieur, qui ne 
présentait pas de diflicultés. Mais l'analyse de Laplace, fondée sur 
l'emploi des séries, ne parut pas rigoureuse ^^'. Legendre, suivant 
une marclie différente, après avoir surmonté les difficultés analogi- 
ques les plus grandes, parvint à calculer directement l'expression 
de lattraction sur un point extérieur, d'où il conclut le théorème 
de Maclaurin ^^\ 

Dans les premières années de ce siècle, Ivory, par sa conception 
heureuse des points correspoîidants sur des ellipsoïdes homofo- 
eaux, ramena le calcul relatif aux points extérieurs à celui des 
points intérieurs , ce qui permettait encore de conclure le théo- 
rème de Maclaurin. Peu de temps après, Gauss traita aussi cette 
grande question de l'attraction. Une analyse, qui embrasse les 
deux cas d'un point extérieur et d'un point intérieur, a conduit 
l'illustre géomètre au théorème de Maclaurin et à l'expression 
de l'attraction sur un point intérieur^''. Enfin, deux ans après, 
Rodrigues résolut ces mêmes questions, comme nous l'avons dit 
précédemment (chap. i, S i ù) , par une méthode élégante et simple, 
fondée sur la décomposition de l'ellipsoïde en couches infiniment 
minces. 

Persuadé que ccrtxiines grandes questions ne sont accessibles 

*'^ Mémoires de r Académie des sciences, ^^^ Theoria aiiraciionùt corporum sphtt- 

année 178.3, et Mécanique céleste , l. HJ. roidicorum clUpticorum methodo nova trac- 

'*^ Mémoires de V Académie des sciences , tata. (Comtnentationes récent. Soc, Gott, 

uiiiire 1788, p. /io/i-/i8r>. lil). IL i8i.*î.) 
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quà l'analyse, et que, si la synthèse a fait les premiers pas dans 
Tattraction des ellipsoïdes par les beaux résultats de Maclaurin, 
cette question ne devait néanmoins ôtre résolue complètement 
que par des transformations analytiques, Poisson voulut triom- 
pher des difficultés que cette voie pouvait présenter; ce qu il fit 
avec succès dans un Mémoire de i833^*'. 

Mais il restait toujours à désirer une démonstration directe et 
rigoureuse du théorème de Maclaurin. On était loin de croire que 
de simples considérations de Géométrie pourraient y suffire ^^K 



^'' Mmoîreê de r Académie des sciences , 
t. XIII, i835,p. &97-5/i5. 

^'^ Voici à ce sujet ie sentiment de 
deux de nos plus illustres contemporains, 
et même aussi de Lagrange. 

L^ndre , à la suite de sa solution de 
Tattraction sur des points exlërieurs, s'ex- 
prime ainsi: «rCe problème est probable- 
irment un de ceux auxquels la méthode 
tfsyuhéùque ne serait point applicable; car, 
frpour rendre Finlëgration possible, il ne 
«rparatt pas qu'il y ait d autre moyen que 
rde décomposer, comme nous avons fait, 
ff le spbëroîdecn couches ou en enveloppes 
(r coniques; or Tattraction d*une de ces en- 
«r veloppes exige une intégration très-diflli- 
«rcile et fort au-dessus des moyens ordi- 
irnaires de la synthèse, i? {Mém, de l'Acad, 
des sciences, année 1788 , p. 686.) 

Poisson , après avoir exprimé fopinion 
que Tanalyse seule peut, résoudre les pro- 
blèmes un peu difficiles, et que la syn- 
thèse y est impuissante, dit que néan- 
racins le livre des Principes mathématiques 
de la philosophie naturelle fait exception à 
cette règle, et il ajoute ce qui suit : rrOn 
irpeut encore citer le beau théorème de 
«^Maclaurin sur Fatlraction d'un ellipsoïde; 
rmais s'il est vrai que dans celte question 
-la synthèse ait d'abord devancé lanalysc , 



(T celle-ci a bientôt repris sa supériorité 
(rentre les mains de Lagrange, et la ques- 
rrtion n'a été enfîn résolue complètement 
rr que par des transformations analytiques, 
roque Ton n'a pas tout de suite imaginées, 
ret auxquelles la synthèse n'aurait pu sup- 
rpléer. yt {Note sur le mouvement de rotation 
d'un corps solide, lue à l'Académie des 
sciences, le 96 mai i836. Voir le journal 
l'Institut, année i836, p. 917.) 

Lagrange , au sujet du célèbre théorème 
de Lambert sur les arcs d'ellipses de même 
grand axe, décrits dans un même temps, 
théorème démontré par l'auteur synthéti- 
quement, exprimait aussi la pensée que 
l'analyse géométrique ne pouvait avoir de 
l'avantage sur l'analyse algébrique que 
fort rarement. {Mémoires de l'Académie 
de Berlin pour 1778, p. i83. — Méca- 
nique analytique de Lagrange, annotée par 
M. J. Bertrand, i855, note v, p. 334.) 

On trouve, dans un Mémoire de M. Che- 
lini, Dette legge onde un ellissoide etero^ 
geneo propaga la sua attrazione da ptmto 
a punto, une analyse intéressante des so- 
lutions du problème données par Le- 
gendre , Laplace , Ivory, Gauss, Rodrigues, 
Poisson et M. Chasles. (Voir Memorie délia 
Accademia délie scienze dell' Istituto di Bo- 
logna; série seconda, 1. 1, 1 86 a. p. 3-5 q.) 
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1837. C'est cependant principalement en vue de ce théorème si célèbre 
de Maciaurin, que les recherches sur les surfaces homofocales, 
dont. Y Aperçu historique renfermait une analyse, avaient été entre- 
prises. Peu de temps après, un Mémoire dans lequel le théorème 
était démontré directement dans toute sa généralité (iit présenté 
à l'Académie ^^l Ce travail est précédé d'une notice historique sur les 
recherches des divers géomètres qui se sont occupés, quelques-uns à 
plusieurs reprises, de cette célèbre question de l'attraction des ellip- 
soïdes. Il a été le sujet d'un rapport de M. Poinsot, où se trouvent 
des considérations sur l'analyse et la synthèse , bien propres à inspirer 
confiance aux jeunes géomètres dans les ressources de la pure Géo- 
métrie, trop négligée depuis près de deux siècles en faveur du 
perfectionnement des nouveaux calculs de Leibnitz et de Newton, 
auquel les géomètres, avec une émulation naturelle, ont consacré 
tous leurs efforts. Mais les paroles mômes de l'illustre rapporteur 
trouvent ici leur place naturelle, parce qu'elles constatent un pro- 
grès de la Géométrie, et surtout parce qu'elles montrent la néces- 
sité d'une culture simultanée de cette partie des Mathématiques 
et de l'analyse proprement dite. Les voici : 

Ce Mémoire remarquable nous offre un nouvel exemple de Tël^nce et de 
la clarté que la Géomélrie peut répandre sur les questions les plus obscures 
et les plus difficiles. CcUe belle méthode géométrique des anciens, ju^on ap- 
peUe vulgairement quoique improprement la Synthèse, a plus d'une fois devancé la 
méthode algébrique, qu'on appeUe aujourd'hui Y Analyse, (Test ce qu'on a vu 
surtout par les ouvrages immortels de Newton, et par un travail admirable 
de Maciaurin sur la question même qui nous occupe : chef-d'œuvre de Géomé- 
trie, que Lagrange compare à tout ce qu'Archimède nous a laissé de plus beau 
et de plus ingénieux. Que si, dans ce problème célèbre, l'analyse, à son tour, 
maniée si habilement par Lagrange, Laplace, Legendre et les meilleurs ana- 
lystes de notre temps, a repris enfin l'avantage et n'a plus, comme on dit, rien 
laissé à désirer, on ne pourra plus néanmoins apporter cet exemple comme 
une preuve de la supériorité de l'analyse sur la méthode des anciens. Car l'au- 

(*' Comptes rendus, t. V, 1837, P* 8&â; insëré dans le recueil des SavatUs étrangers, 
t. IX, i846, p. C39-715. 
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teur nous fait voir aujourd'hui que par cette méthode, qui n'est qu'une suite 
lumineuse de raisonnements conduits par la synthèse, on pouvait également 
parvenir, et d'une manière plus facile, à une solution complète du problème. 
La question n'était donc point, comme on avait pu le croire, au-dessus des 
forces de la synthèse. Les dernières difficultés, il est vrai, n'en avaient été vain- 
cues que par la seule analyse; mais il nous semble que ce succès même ne 
prouvait pas bien ici la supériorité de l'instrument, car il fallait d'abord re- 
0uurquer que, depuis Newton et Maclaurin, la synthèse avait été négligée et 
comme abandonnée; tandis que l'analyse, exclusivement cultivée, avait reçu de 
jour en jour de nouveaux perfectionnements; ce qui donnait une explication 
toute naturelle des avantages alternatifs qu'avaient présentés ces deux méthodes. 
Quoiqu'il en soit, il est certain qu'on ne doit négliger ni l'une ni l'autre; 
elles sont au fond presque toujours unies dans nos ouvrages, et forment en- 
semble conmie l'instrument le plus complet de l'esprit humain. Car notre es- 
prit ne marche guère qu'à l'aide des signes et des images; et quand il cherche 
à pénétrer pour la première fois dans les questions difficiles, il n'a pas trop 
de ces deux moyens et de cette force particulière qu'il ne tire souvent que de 
leur concours. C'est ce que tout le monde peut sentir, et ce qu'on peut re- 
connaître dans le Mémoire même, dont il faut que nous donnions maintenant 
une idée plus précise ^^K 

Bientôt après fut communiquée h l'Académie une Nouvelle sohr i838. 
lion de FaUraction d'un ellipsoïde hétérogène sur un point extérieur ^^\ 
solution extrêmement simple , n'exigeant qu'une propriété des sur- 
faces du second ordre , relative aux points correspondants introduits 
par Ivory. On démontre d'abord, ce qui se fait sans difficulté, que 
pour une couche injinimeiit mince , comprise entre deux surfaces ellipsoï- 
dales concentriques j semblables et semblabletnent placées ^ la smnme des 
éléments de la couche ^ divisés par leurs distances à un point extérieur ^ est 
la même pour tous les points d^un ellipsoïde honwfocal à la surface externe 
de la couche. De cette proposition se déduit ensuite aisément l'ex- 
pression de la valeur et la direction de l'attraction d'une couche sur 
un point extérieur, puis l'expression connue de l'attraction d'un 
ellipsoïde. 

«•> Cbw/ilefreiiJii#,t.VI, t838,p.8o8- ^'^ Cb//ip/«r(>iM/ii*,t.VI,i838,p.9oa- 

8is. 915. 
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1889. Théorèmes généraux sur Fattraction de$ corps et la théorie de k 
chaleur ^'). — Les considérations sur lesquelles reposent les recher- 
ches relatives à l'attraction des ellipsoïdes contenaient le germe de 
théorèmes généraux relatifs à lattraction d'un corps de forme quel- 
conque, et s'appliquaient aussi à la théorie delà chaleur, comme i 
celle de l'électricité à la surface des corps. Deux théorèmes sur ce 
sujet furent communiqués à l'Académie dans sa séance du 1 1 fé- 
vrier 1889. Voici l'énoncé du premier, relatif à l'attraction: Si fo» 
a un corps defonne quelconque ^ terminé par une surf ace fermée ; que Ton 
considère au dehors une surface de niveau relative à î attraction du corps; 
et que cette surface recouvre une couche homogène infiniment mince ^ dont 
les épaisseurs en ses différents points soient en raison inverse des distances 
de ces points à la surface de niveau infiniment voisine y cette couche jouira 
des deux propriétés suivantes : 1 ® elle n* exercera aucune action sur un point 
quelconque situé dam Fintérieur de sa paroi interne; s® V attraction quelle 
exercera sur un point extérieur aura la même direction que Tattraction 
exercée par le corps lui-^même sur ce point; et ces deux attractions seront ^ 
en intensité^ proportionnelles aux deux masses attirantes. 

18/ifl. Ce théorème général a été démontré dans un Mémoire inséré 
dans la Connaissance des temps i^oxxv i8ù5 (Paris, i84â). Il s'ap- 
plique aux couches électriques formées à la surface des corps 
conducteurs, et aux couches que l'on peut former par les flux de 
chaleur sur les surfaces isothermes d'un corps en équilibre de tem- 
pérature, considérées par M. Lamé dans son beau Mémoire sur 
ce sujet (^^ Quant à l'électricité, on ne connaissait que deux couches 
électriques : la couche ellipsoïdale vérifiée par Coulomb, et les 
couches formées par l'électricité en équilibre sur deux sphères, cé- 

^'^ Comptes rendus des séances de VAca- 1 838. — Journal de Mathématiques y t. II , 

demie des sciences, l. VIII , 1 889 , p. 309. 1 887, p. 1 67-1 88. — H s'agil ici da cas 

— Connaissance des temps pour i865, où la température V, qui correspond au 

juin 1869; Additions, p. 1888. potentiel de l'attraction, s'annule comme 

^'^ Mémoires des Savants krangers, t. V, lui pour les points situes à Tinfini. 
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lèbre problème itraité par Poisson ('). Le Mémoire actuel fait con- 
naître une infinité de couches semblables, puisque chaque surface 
de niveau relative à l'attraction d'un corps recouvre une telle 
couche , à laquelle il suffit de donner pour épaisseur en ses diffé- 
rents points l'inverse des distances de ces points à la surface de ni- 
veau infiniment voisine ^^K 

La démonstration de ces théorèmes généraux n'exige que des con- i838. 
sidérations de Géométrie. Sturm, que le sujet intéressait, a donné 
depuis une démonstration analytique des résultats principaux (^). 

xvn. 

« Recherches diverses. 



Mémoire sur les lignes conjointes dans les coniques^^K — On appelle 
lignes conjointes le système de deux cordes communes à une conique 
et à un cercle. Le travail dont il s'agit renferme d'assez nom- 
breuses propriétés relatives à certains systèmes de coniques coupées 
par un cercle ou par une série de cercles concentriques. Il se ter- 
mine par quelques propositions analogues, concernant les surfaces 
du second ordre coupées par des sphères. Les énoncés suivants 
présentent le résumé de ces propositions : 

L 5t Ton a un système de surfaces du second ordre concentriques et 



i838. 



('^ Mémoire svr la distribution de rélec- 
triàti â la surface des corps conducteurs. 
— Second Mémoire sur le même sujet. 
(Voir Mémoires de la Classe des sciences 
nuMmad^s et physiques de l'Institut de 
France, armée 1811.) 

^ Les r^ltats que renferment les 
différents Mémoires sur Tattraction des 
corps , dont 9 vient d*être question , parti - 
eidièrement sur les couches infiniment 
minces construites sur les surfaces de 



niveau , ont été reproduits , ainsi que les 
beaux théorèmes de Poinsot sur la rota- 
tion des corps, dans Timportant ouvrage 
publié en Amérique par le célèbre astro- 
nome M. Benjamin Peirce : Physical 
and celestial Méchantes. Boston, i853, 
m-h\ 

^^^ Journal de Mathématiques, t. VU, 
18/19, p. 9&5-Q75. 

^*) Journal de Mathématiques, t III, 
i838, p. 385-436. 
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hamothétiques ei une série de sphères décrites ffun cenire eomnimt, i® les 
sommets des cônes du second ordre qui passent par les courbes intersec- 
tion de chaque surface et de chaque sphère sont sur une cubique gauche; 
â^ cette cubique passe par le cenire des surfaces j par le centre des sphères 
et par les pieds des six normales abaissées de ce point sur chacune des 
surfaces ^'l 

II. Si par la courbe d^ intersection d^une sphère et d^une surface du se- 
cond ordre on fait passer une infinité J^ autres surfaces du second ordre, 
1 ^ les normales abaissées du centre de la sphère sur ces surf aces formest 
un cône du second ordre et ont leurs pieds sur une cubique gauche^ qui 
est aussi le lieu des centres des surfaces ; s^ cette courbe passe par le centre 
de la sphère et par les sommets des quatre cônes qu'on peut mener par la 
courbe ^intersection commune à la sphère et aux surfeuses. 

1 889. Propriétés nouvelles de rhyperbolotde à une nappe ^^l — Les proprié- 
tés dont il s'agit sont relatives aux génératrices d^un même système 
de rhyperboloïde , qu'on associe deux à deux, de la manière sui- 
vante : 

Par un point pris dans un plan quelconque on mène, dans ce 
plan , une série de droites dont chacune rencontre deux des géné- 
ratrices d'un même système. Ce sont ces génératrices, ainsi asso- 
ciées deux à deux , qui donnent lieu à de nombreuses propriétés 
de rhyperboloïde, parmi lesquelles nous citerons les suivantes : 

Un plan quelconque coupe chaque couple de génératrices associées en 
deux points; les cordes qui joignent ces points passent toutes par un même 
point. 

^^^ On D^avpit peut-être pas encore eu Journal de Mathématiques, t IV, iSSg^ 

h considérer le nombre de six normales p. 1 yS .) Et plus tard Steiner a donne une 

qu'on peut mener par un point à une démonstration géométrique de ce résultat, 

surface du second ordre. (Joumalde Crelle , t. XLIX , 1 855 , p. 333- 

Bientôt après, Terquem a démontré 368. — Journal de M. Liouville^ t XX, 

analytiquement que, en général, pour 1 855, p. 36-53.) 

une surface d'ordre 9it, le nombre des ^'^ Journal de Mathématiques, t. IV, 

normales est m(w** — m -+- 1). (Voir 1839, p. 368-35o. 
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Et réciproquement : Si étun point de Fespace on mène des droites 
$* appuyant chacune sur deux génératrices associées ^ toutes ces droites 
9ontdang un même plan qui passe par le point. 

Appelons ce point le foyer du plan. 

Lorsque des plans passent par une droite D , leurs foyers sont sur une 
droite A; et, réciproquement, les plans menés par cette droite A ont 
leurs foyers sur la droite D. 

Deux couples de droites telles queD et ^ appartiennent à un même 
hyperboUnde. 

Ces couples de droites D , A jouissent des mêmes propriétés que les 
couples de génératrices associées de rhyperboloïde proposé. 

Les droites sur lesquelles se mesurent les plus courtes distances ^ soit 
des couples de génératrices associées ^ soit des couples de droites D e^ A, 
rencontrent toutes tin même axe auquel elles sont perpendiculaires. 

Nous nous arrêtons dans cette indication des propriétés de 
ces systèmes de droites conjuguées, qui vont se retrouver ci-après 
dans une question fort différente , celle du déplacement infiniment 
petit d'un corps solide. 

Cependant nous devons dire dès ce moment que ces systèmes 
de droites qu'on mène par chaque point de l'espace dans un même 
plan forment précisément, dans leur ensemble, ce que M. Plûcker 
a appelé depuis un complexe linéaire de rayons ^ dans son bel ou- 
vrage Sur une nouvelle Géométrie de Fespace '^). 

C'est un point de vue très-différent et purement analytique qui 
a conduit M. Plucker à Tétude de ces systèmes de droites et de 
plans, relatifs à chaque point de l'espace. 

Toute droite, dans l'espace, est représentée parles deux équations 

x = rz+p^ y = »z+(7, 

dont les quatre coefficients r, p, Sy a sont arbitraires. Or, s'il 
existe une relation entre ces coefficients, les deux équations ne re- 

^') Lu à la Sociétë royale de Londres en i865. (Voir Journal de Mathématiques, 
a* série, t XI, t866, p. SSy-iio/i.) 
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présentent plus toutes les droites de fespace, mais seulement un 
ensemble particulier de droites en nombre inûni. M. Plûcker a re- 
connu que, si la relation est linéaire, les droites, également en 
nombre infini, qui passent par chaque point de l'espace, sont toutes 
dans un même plan; et que, si les points sont pris en ligne droite, 
tous les plans passent par une autre droite; et , réciproquement, que, 
pour les points de cette droite, les plans passent par la première. 
Ce sont, comme on le voit, les droites cotyuguées D, A, dans la 
théorie de l'Iiyperboloïde. 

Ainsi la simple étude de Thyperboloïde conduit aux mêmes pro- 
priétés des droites de l'espace que la méthode analytique géné- 
rale, et d'une manière beaucoup plus facile, devons-nous croire 
d'après la comparaison des résultats obtenus de part et d'autre. 

tSSg. Mémoire sur les surfaces engetidrées par ufw ligne droite ^^K — Les 
propositions assez nombreuses que renferme ce Mémoire dérivent 
de la notion du rapport anharmonique de quatre points, et de cette 
propriété fort simple : Quatre plans méfiés par une génératrice dune 
surface réglée sont tangents à la surface en quatre points qui ont le 
tnéfne rapport anharmonique que les quatre plans. En d'autres termes, 
les plans et leurs points de contact se correspondent anharmonique- 
ment. On trouve dans ce travail la notion du point central d'une 
génératrice d'une surface réglée, qui depuis a été utilisée dans les 
recherches de plusieurs géomètres. Un plan mené par une géné- 
ratrice touche la surface en un point a, et lui est normal en un 
point a'. Ces couples de points a, a' forment une involution; de 
sorte qu'il existe un point o, point central de l'involution, pour 
lequel le pvduit oa.oa' est constant. C'est ce point qu'on a appelé le 
point central de la génératrice. 

Ce point appartient à la droite qui mesure la plus courte dis- 
tance entre la génératrice et la génératrice infiniment voisine. 

*' Correspondance mathématique et physique, do. M. Quelolol , !. XI, annw i83fj, 
p. '19-1 il5. 
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On peut définir encore le point central comme étant le sommet 
du paraboloide formé par les normales à la surface en tous les points 
de la génératrice. 

Appelons le plan tangent au point central , et P le plan tan- 
gent en un autre point a de la génératrice : on a la relation 

oa = Xtang(0,P), 

X étant une constante pour tous les points de la génératrice. 

Si Ton prend sur chaque génératrice de la surface le point cen- 
tral, tous ces points forment une courbe , et les tangentes à la sur- 
ùice menées par ces points perpendiculairement aux génératrices 
forment une seconde surface gauche sur laquelle les mêmes points 
sont les points centraux des génératrices, de môme que sur la 
surface proposée; de sorte que les deux surfaces jouissent, à cet 
égard, de propriétés réciproques. 

Le lieu des points centraux des génératrices d'une surface a reçu 
le nom de ligne de striction. Sur les surfaces développables , cette 
ligne devient larète de rebroussement. 

On est conduit, dans le cours du Mémoire, à quelques théorèmes 
concernant l'ensemble de deux surfaces du second ordre, puis à 
quelques propriétés relatives aux normales menées d'un même 
point à une surface. Nous citerons celles-ci : Par un point de Fespace 
an peut mener six normales à une surface du second ordre; ces normales 
êont les arêtes ffun cône du second ordre y auquel appartiennent huit autres 
droites : la droite menée au centre de la surface; les droites parallèles aux 
axes de la surface; la perpendiculaire au plan polaire du sommet du cône, 
et les axes principaux du cane de même sommet circonscrit à la surface. 

Lee normales abaissées des points d!une droite sur une surface du 
second ordre ont leurs pieds sur une courbe gauche du quatrième ordre ^ 
intersection de la surface et d!un hyperboloide à une nappe qui passe par 
la droite. 

Si Ton a une série de surfaces du second ordre toutes concentriques et 
homothétiqueSy les normales abaissées (Fun point de F espace sur ces sur- 

8 
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faces forment un cône du second ordre, et leun piedi sont $ur une 
cubique gauche. 

1843. Dans une Note insérée aux Comptes rendus de î Académie (t XVI, 
p. 83 1) se trouve démontré le théorème suivant, relatif aux fo- 
cales des surfaces du second ordre, et qui a eu depuis de nom- 
breuses applications : Un point ^une focale peut être regardé comme k 
centre d^une sphère de rayon nul, qui coupe la surface êuivant deux 
cercles. 

Les deux points d'intersection des deux cercles sont des points 
de contact de la sphère et de la surface, de sorte que la sphère de 
rayon nul a un double contact avec la surface. 

Une autre Note du même volume (p. 1 108) contient cette autre 
propriété des focales d'une surface du second ordre : Deux points 
d^ une focale d^une surface A sont les foyers ^une surface du second ordre 
de révolution inscrite dans A ; le plan de la courbe de contact des deux 
surfaces est perpendiculaire à celui de la focale, et le cane circonscrit aux 
surfaces suivant cette courbe a pour sommet le point de rencontre des tan- 
gentes à la focale en ses deux points. 

i863. Propriétés géométriques du mouvement infinisnent petit iun corps 
solide libre dans V espace ^^\ — Les principales propositions renfer- 
mées dans ce Mémoire sont maintenant bien connues, car depuis 
on s'est beaucoup occupé de la question. Nous citerons les sui- 
vantes : 

Les plans normaux aux trajectoires des points d'un plan passent 
tous par un point de ce plan, nommé foyer du plan. Ce point se 
distingue de tous autres, en ce que sa trajectoire est normale au 
plan. 

11 existe dans un plan une inûnité de points dont les trajectoires 

^'^ Comptes rendus ^ t. XVI, i8/i3, p. i/iao-i/i3a. 
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sont comprises dans le plan : ces points sont sur une même droite , 
qu'on a appelée la caractéristique du plan. Cette droite est tangente 
à la trajectoire d'un de ses points, celui qui est le pied de la per- 
pendiculaire abaissée an foyer du plan sur la droite. 

Le mouvement du plan peut être considéré comme produit par 
deux rotations : une rotation du plan autour de sa caractéristique , 
et une rotation de cette droite dans la position primitive du plan 
autour du foyer. 

Les plans qui passent par une même droite D ont leurs foyers 
sur une droite A; et, réciproquement, les plans qui passent par 
cette droite A ont leurs foyers sur la première droite D. 

Ce qui signifie, en d'autres termes, que : 

Les plans normaux aux trajectoires des points d'une droite A 
passent par une droite D; et les plans normaux aux trajectoires 
des points de cette droite D passent par A. 

Les deux droites D et A, qui jouissent ainsi de propriétés réci- 
proques, sont dites droites conjuguées. 

Des plans parallèles ont leurs foyers sur une droite, qui dans le 
mouvement du corps reste parallèle à elle-même. En outre, cette 
droite a toujours la même direction dans l'espace, quelle que soit la 
direction commune des plans parallèles. 

Lorsque les plans sont perpendiculaires à cette direction cons- 
tante, la droite lieu de leurs foyers leur est perpendiculaire, et 
les trajectoires de tous les points de cette droite coïncident avec 
elle, de sorte que la droite n'a pas d'autre mouvement qu'un glis- 
sement sur elle-même. Pendant ce glissement, le corps tourne 
autour de la droite, qui est dite axe de rotation. Ainsi tout mouve- 
ment infiniment petit d'un corps est le même que celui d'une vis 
dans son écrou(^). 

Deux droites conjuguées, telles queD et A, jouissent d'un grand 
nombre de propriétés. 

^'' Théorème déjà démontré pour un déplacemcnl fini quelconque, couunc ou Tn 
vn dans le chapitre i, p. 78. 

8. 
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La droite qui mesure leur plus courte distance rencontre Taie 
de rotation, et lui est perpendiculaire. Lies distances des deux 
droites à cet axe sont dans le rapport des tangentes des angles 
que les deux droites font avec Taxe. 

Toute droite qui s'appuie sur deux droites conjugaées est nor- 
male aux trajectoires de tous ses points. 

Les points dont les trajectoires se dirigent vers un point fixe de 
l'espace sont sur une courbe à double courbure du troisième ordre 
qui passe par ce point ; et les directions des trajectoires sont les 
arêtes d'un cône du second ordre. 

Les plans dont les caractéristiques sont situées dans un même 
plan enveloppent une développable du quatrième ordre. 

Deux couples de droites conjuguées sont quatre génératrices du 
même système d'un hyperboloîde à une nappe. 

Réciproquement, quatre génératrices d'un hyperboloîde, asso- 
ciées deux à deux, peuvent être prises pour axes de rotation con- 
jugués D, A, et D', A' dans un mouvement infiniment petit qui est 
déterminé. 

De là résultent diverses propriétés des génératrices de l'hyper- 
boloïde ^^\ 

Les plans normaux aux trajectoires des différents points d une 
figure forment une seconde figure, qui est carrélahve de la première; 
de sorte que le mouvement infiniment petit d'un corps offre un 
des modes de construction des figures corrélatives définies d'une 
manière générale dans Y Aperçu historique. 

Nous aurons à citer ultérieurement (chap. iv) des théorèmes 
analogues concernant le déplacement fini d'un corps dans l'espace. 

i8&3. Des arcs JCune section conique dont la différence est rectifiable; et des 
polygones de périmètre minimum circonscrits à une conique ^*'. — Di- 

^'' Ce sont les propriëlës dont nous 1889. — ^'^ Comptes rendus, t. XVII, 
avons fait mention ci-dessu8, à )a date de i8&3, p. 838-8&/i. 
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verses propositions relatives aux arcs d'une conique dont la différence 
est rectifiable découlent des trois théorèmes suivants : 

L Si Vcn a deux coniques homofocales de même espèce^ et que de 
chaque point de la conique externe on mène deux tangentes à la conique 
interne f la somme des deux tangentes moins l'arc compris entre leurs points 
de contact est une quantité constante. 

n. Lorsque deux coniques homofocales se coupent en un point i , si 
^unpoint a de Vune on mène deux tangentes at, at' à Vautre^ la différence 
des deux arcs it, it' est égale à la différence des deux tangentes at, at'. 

IIL Les tangentes menées de deux points d^une conique à une conique 
hamofocale forment un quadrilatère circonscriptible au cercle. 

C'est cette propriété importante des coniques liomofocales qui 
rattache la question des polygones circonscrits de périmètre mini- 
mum à la considération des arcs dont la différence est rectifiahle. 

On en conclut d'abord que : Les tangentes aux extrémités de deux 
arcs iune conique ^ dont la différence est rectifiahle forment un quadrilatère 
dreonscriptible au cercle; 

Et par suite : Si, dans F angle de deux tangentes d'une conique y on 
inscrit un cercle taillent à la conique, la différence des deux tangentes est 
égaie à la différence des arcs de la conique compris entre le point de 
contact du cercle et les points de contact des deux tangentes. 

De là dérivent immédiatement les propriétés suivantes des poly- 
gones de périmètre minimum circonscrits à une conique : 

IV. La portion de polygone de m côtés circonscrite à un arc d^une 
conique y de périmètre minimum, a ses sommets sur une conique homo- 
focale. 

Y. Si Ton conçoit une seconde portion de polygone de m côtés de 
périmètre minimum circonscrite à un autre arc de la même conique^ 
les sommets de ce polygone sont sur la même conique que ceux du premier 
polygone. 

VL Tous les polygones de m côtés circonscrits à une même conique 2 , 
et dont les sommets sont situés sur m coniques homofocales à ^^ ont le 
même périmètre. 
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Ces théorèmes conduisent à d'autres concemaut les polygones 
inscrits de périmètre maximum, tels que celui-ci: 

VII. Un polygone de périmètre maximum, inscrit à une conique ^ a 
ses côtés tangents à une conique homofocale. 

Ces divers théorèmes s'appliquent aux coniques sphériques. 

Les deux premiers, relatifs aux arcs d'une conique compris entre 
les points de contact des tangentes menées de chaque point d'une 
conique homofocale, avaient déjà été énoncés par M. Mac GuUagh 
dans les Annuaires de l'uni vei*sité de Dublin pour les années i8&i 
et 1 8ûî3 ^^\ et le premier avait été démontré pour les coniques sphé- 
riques par M. Graves, dans XAppendix on the application ofanahfsis 
ta spherical Geometry f^) cité dans notre premier chapitre (p. 77). 
M. Terquem a donné aussi une démonstration fort simple du pre* 
mier théorème , pour le cas des coniques planes ^*. 

tSMi. Construction des amplitudes dans les fonctions elliptiques. — Lors- 
qu'une fonction elliptique de première espèce est égale à la somme 
ou à la différence de deux fonctions de même espèce, il existe 
entre les amplitudes des trois fonctions la relation algébrique 

cos (p cos (p' ± sin (p sin ^Vi —c^ sin^ jx=: cos jx. 

Lagrange a construit géométriquement cette relation au moyen 
d'un triangle sphérique, et a fait voir qu'avec une série de trian- 
gles on opère aussi la multiplication des fonctions, c'est-à-dire qu'on 
détermine l'amplitude d'une fonction égale à un multiple d'une 
fonction donnée ^*l 

Depuis, Jacobi est parvenu à une construction beaucoup plus 

^'^ On trouve, au sujet de ces deux laS; et le Traité des sections coniques de 

théorèmes, une Noie de Mac Cullagh, h M. 0. Salmon, a' ddit. i85o, p. 296.) 
la suite de son beau Mémoire Sur les sur- ^"^ In-8°, Dublin, 18^1. 

faces du second ordre, inséré danshsPro- ^^^ Nouvelles Annales, t. III, i844, 

ceedings de la Société royale d'Irlande, p. 5 06. 

vol. II , 1 8/i 4 , p. 5o8. ( Voir aussi le Jour- ^*^ Théorie des fonctions analytiques, 

ïw/deM. Liouvillc, t. XI, j846, p. lao- p. 85. 



DE LA GÉOMÉTRIE. 119 

simple^*), au moyen de deux cercles, qui a été reproduite en partie 
et commentée par Legendre dans le troisième Supplément au 
Traité des fonctions elliptiques. 

Le Mémoire actuel, présenté à T Académie des sciences le 9 no- 
vembre 1 Skli^^}j contient un grand nombre de constructions diverses , 
qui se font, pour la plupart, au moyen de sections coniques, et qui 
expriment toutes des propriétés nouvelles de ces courbes. Souvent 
les mêmes considérations s'étendent aux coniques sphériques, qui 
peuvent donc aussi servir à la construction des amplitudes. 

Nous extrairons de ce travail la réflexion suivante, qui se rap- 
porte à la culture des méthodes de la Géométrie synthétique, et 
que semblent autoriser les travaux de plusieurs géomètres à l'étran- 
ger comme en France : 

(t Si Ton considère que tant de résultats, dont chacun exigerait en 
<r Géométrie analytique une démonstration difi'érente et peut-être 
(r parfois difiicile, dérivent aisément ici d'un seul théorème primitif, 
ffdontiïs ne sont, en quelque sorte, que des transformations qui se 
«font par le seul raisonnement, sans exiger ni calcul ni figures, on 
ff verra, je crois, dans cette fécondité et cette facilité de démonstra- 
<r tion , un nouvel exemple des ressources que pourraient offrir les 
ff méthodes géométriques, si cette partie si importante des Mathé- 
cr matiques était plus cultivée, t) 

De quelques propriétés des arcs égaux de la lemniscate <^l — Les i845 
propriétés des arcs d'une conique dont il a été question ci-dessus 
ont conduit à quelques propriétés des arcs de la lemniscate de 
BemouUi, qui ont la même longueur. La lemniscate est le lieu 
des pieds des perpendiculaires abaissées du centre d'une liyperbole 
équilatère sur les tangentes de l'hyperbole. 11 y a entre les arcs de la 

^^^ Journal de MathétnaUques de CreWe , *^ Comptes rendus, t. XIX, i844, 

t in, p. 376-389, année 1838. — p. isSq^isGi. 

Journal de Mathématkpœs de M. Liominc, ^^^ Comptes rendus, i, XXV, i8/i5, 

t. \, ]845,p. A35-AA/i. p. 199-901. 
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leniniscate et les arcs correspondants de Thyperbole cette relation 
fort simple : A deux arcs de rhyperboky dont la différence est r&^ 
fiable y correspondent deux arcs égaux de la lemnieeate. 

Ce théorème permet d'appliquer aux arcs égaux de la lemniscate 
plusieurs propositions relatives aux arcs de Thyperbole. 

18^5. Dans une Note sur la Construction des rayons de courbure des eomhet 
décrites dans le mouvement d^une figure plane qui gUsse ewr son plan^^ 
on résout ces deux problèmes : 

1^ Construire les normales à la courbe lieu des centres tnitanlanés 
de rotation dans le mouvement d^une figure plane sur son plan. 

s^ Construire les centres de courbure de la courbe enveloppe iuee 
courbe entraînée dans le mouvement de la figure. 

Lorsque la courbe entraînée se réduit à un point, la courbe 
enveloppe est la ligne décrite par le point ; et ce sont les centres 
de courbure de cette ligne que Ton construit. 

t8/i6. Sur les lignes géodésiques et les lignes de courbure des surfaces du 
second ordre ^^'. — A l'occasion du Mémoire sur la construction des 
amplitudes des fonctions elliptiques dont il a été parlé ci-dessus, 
M. Liouville avait entretenu l'Académie d'une certaine équation 
représentant une intégrale première de l'équation différentielle du 
second ordre des lignes géodésiques tracées sur l'ellipsoïde , et expri- 
mant, sous forme finie, une belle propriété de ces lignes, savoir : 

jx^ sin^ i + v^ sin* t' = const., 

od yi.p sont les demi-axes majeurs des deux hyperboloïdes homo- 
focaux à l'ellipsoïde, menés par un point de la ligne géodésique, et 

^^^ Journal de Mathémaûques , t. X, certaine classe de courbes, danl'û sera foAé 

p. 3o/i-iio8. ci-après (chap. m). 

Cette Note fait suite à un Mémoire ^'^ Comptes rendus, t. XXII, i846, 

de M. Transon, intitule : Méthode géo- p. 68-72. — Journal de Mathématiques, 

métrique pour les rayons de courbure d'une i. XI, i846, p. 5-i5. 
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i, t, les angles que cette ligne fait en ce point avec les normales 
aux deux lignes de courbure communes à Tellipsoïde et aux hyper- 
boloides respectivement. M. Liouville émettait le désir que Ion 
parvint à une démonstration purement géométrique de cette équa- 
tion (^). Cest cette circonstance qui donna lieu au Mémoire actuel. 
L'équation signalée y est déduite d'un théorème général relatif à 
un système de surfaces homofocales, qui se conclut de deux pro- 
positions démontrées dans V Aperçu historique (p. 363-365). Voici 
renoncé de ce théorème : Etant donnée une surface du second ordre, 
sien ehaquepoint £un pïanjlxe on conçoit les normales aux trois surfaces 
hamqfocales qui passent par ce point, et qu'on porte sur ces normales des 
segments égaux respectivement a^ux demi-axes majeurs des trois surfaces, 
la somme des carrés des perpendiculaires abaissées des extrémités de ces 
trois s^[ments sur le plan sera constante et égale au carré du demi-axe 
majeur de la surface homofocale qui serait tangente au plan. 

De sorte que, p > ft» i^ étant les demi-axes majeurs des trois sur- 
fioices; t, t", T, les angles que les normales aux surfaces font avec le 
plan, et a, le demi-axe majeur de la surface tangente au plan, on 
a Téquation 

p* sîn« t + (i^ sin^ t'+ v^ sitf i' = a*. 

De là se conclut cette propriété nouvelle , et qui paraît être la plus 
importante, des lignes géodésiques : Les plans osculateurs d!une ligne 
géodésique d^une surface du second ordre sont tous tangents à une surface 
homofocale. Et par suite : Les tangentes de la ligne géodésique sont toutes 
tangentes à la surface homofocale. 

Ces considérations conduisent à l'équation suivante des lignes 
géodésiques tracées sur une surface A dont les trois demi-axes ma- 
jeurs sont a, hj c : 



o*qY, o'Qtr Cl C 

jx^ sm^ t + 1'^ sm* I =a^ — pq^- 



^'^ Compter rendwt, t. XIX, p. iî>.62. 
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|x, V sont les demi-axes majeurs des deui surfaces homofocales pas- 
sant par un point de la ligne géodésique ; T, C, les angles que cette 
ligne fait en ce point avec les normales aux deux surfaces respec- 
tivement; D, le demi-diamètre de A qui aboutit au point de la ligne 
géodésique , et P, la perpendiculaire abaissée du centre de A sur son 
plan tangent en ce point. 

i8i6. Théorème général sur la description des lignes de courbure des sur- 
faces du second ordre ^^K — Voici Ténoncé de ce théorème : Étant 
données deux surfaces homofocales A, B, ^espèce afférente (pour 
que Tune ne soit pas entièrement comprise dans Tautre), si les 
extrémités d^unjil sont fixées en deux points de^R^ et qiTun stylet fia 
glisse sur A tende le fil de manière qu'il s'applique librement sur les 
deux surfaces y c'est-^à-dire qu'il s'applique sur B à partir de ses deux 
extrémités, qu'ensuite il devienne rectilignCy puis qu'U se courbe sur A 
(suivant deux lignes géodésiques) , le stylet décrira une Ugne de cour- 
bure de A. 

Si la surface B est infiniment aplatie et devient une conique , qui 
sera une focale de A (ellipse si A est un hyperboloïde , et hyper- 
bole si A est un ellipsoïde), on en conclura que : Les lignes de 
courbure d^une surface A peuvent être décrites par un stylet qui tend un 
fU dont les extrémités sont fixées en deux points de la conique focale , 
d^espèce différente, de A. 

Et si c'est la surface A qui devient une conique, il s'ensuit que : 
La conique focale , d^espèce différente, £une surface du second ordre peut 
être décrite par un stylet qui tend unfd dont les extrémités sont en deux 
points fixes de la surface et dont les deux branches s'appliquent librement 
sur la surface. 

Ce nouveau procédé de description d'une conique est une géné- 
ralisation du beau théorème de M. Dupin sur le système des deux 
coniques dont l'une est le lieu des foyers de l'autre. 

^'^ Comptes retidus, t. XXII, p. 107-111. — Journal de Mathématiques, t. XI, 

p. l5-30. 
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Nous citerons encore cette conséquence fort simple du théorème 
générd : Lorsqu'un cône de révolution est circonscrit à un ellipsoïde, 
t arête du cône comprise entre le sotnmet et un point de la courbe de conr- 
tactj et Varc géodésique mené de ce point à un ombilic situé sur la même 
branche de F hyperbole focale que le sommet du cane, ont une différence 
constante. Ce théorème donne lieu lui-même à plusieurs consé- 
quences. 

Dans deui communications à l'Académie se trouvent de nou- 
velles démonstrations de Téquation {â? sin^ t' + v^ sin^ i' = const. 
et quelques autres propriétés relatives soit aux droites tangentes à 
deui surfaces homofocales, soit aux lignes géodésiques et aux lignes 
de courbure d une surface (^). 

Nous citerons ce théorème : Si, par chaque tangente commune à 
deux surfaces homofocales, on mène un plan faisant avec le plan tangent 
à la première surface, mené par la tangente commune, un angle de 



<') Noueettes démonatrattms des deux 
éqMotkms rtbUwet aux tangentes eommunes 
à deux swrfaces du second ordre homofo- 
cales, et propriétés des lignes géodésiques 
et des lignes de courbure de ces surfaces. 
{Cowiptes rendus deV Académie des sciences, 
t XXII, p. 3i3-3i8.) — Autre démons- 
tratîon, et propriétés qui en dérivent. 
{lUi. p. 617-531. — Journal de Mathé- 
maiques, t. XI, p. loS-iiy.) 

Phuieurs de ces résultats ont été repro- 
duits et démontrés de diverses manières, 
notamment par M. Saintr-Loup dans une 
excellente thèse de Géométrie pour le Aoc- 
torai: Sur les propriétés des lignes géodési- 
ques, 1 857 ; par M. G. Salmon dans son 
très-savant et précieux traité : On tke ana- 
Ijftic Geometry of three dimensions, Dublin , 
1869 ; et par M. Ph. Gilbert, de Tuniver- 
si(é de Louvain, dans un article des Nou- 
velles Annales de Mathématiques (a* S(*rio, 



t VI, 1867, p. Sag-Sûi), intitulé : Sur 
une propriété des surfaces homofocales du 
second ordre et sur quelques conséquences qui 
en découlent, travail d*autant plus remar- 
quable que Tauteur a su rattacher toutes 
ses propositions, dont plusieura sont nou- 
velles, à un théorème unique. M et M' 
étant deux points quelconques de deux 
surfaces homofocales, le théorème ex- 
prime une relation dans laquelle entrent : 
le cosinus de Tangte des normales exté- 
rieures aux deux surfaces en M et M'; 
les cosinus des angles que ces normales 
font avec la droite MM'; la longueur de 
celte droite; les distances du centre des 
deux surfaces à leurs plans tangents en 
M et M'; et enfm la différence des carrés 
des paramètres des deux surfaces. Le cas 
où la droite MM' est tangente à Tune des 
deux surfaces suflit seul pour donner lieu 
à des conséquences importantes. 
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grandeur comtonte^ ce plan enveloppera une ewfaee hanu^oeale aux pro- 
posées. 

Il est clair que ce théorème s'applique aux tangentes d*one 
ligne géodésique, ainsi quaux tangentes d'une ligne de courbure 
d'une surface, puisque ce sont, dans les deux cas, des tangentes 
communes à deux surfaces homofocales. 

iSiy. Théorèmes généraux sur les systèmes de forces et leurs moments^l 
' — Les théorèmes dont il s'agit ont un caractère générai : ils con- 
cernent certaines sommes de produits numériques formés avec 
un ou deux systèmes de forces, qui conservent la même valear 
relativement à un ou deux autres systèmes de forces équivalents 
aux premiers. Ces théorèmes dérivent tous d'une proposition prin- 
cipale dont voici l'énoncé : Lorsqu'on a deux systèmes de forces, si Ton 
multiplie chaque force du premier système par chaque force du second 
système et par le cosinus de Vangle des deuxforcesj la somme de toue ces 
produite a la même valeur que la somme des produite semblablement faits 
à t égard de deux autres systèmes équivalents respectivement aux deux 
proposés. 

Un théorème ansdogue a lieu relativement aux moments de deux 
systèmes de forces. 

Voici une des conséquences de ces propositions générées : 

Étant donnés deux systèmes de forces y si sur chaque force du premier 
système et chaque force du second système , regardées comme arêtes 
opposéesy on construit un tétraèdre, la somme des volumes de tous ces 
tétraèdres aura la même valeur que la somme semblable faite à Tégard de 
deux autres systèmes de forces équivalents aux deux premiers respective- 
ment. 

Dans ces sommes chaque produit (formant l'expression du vo- 
lume d'un tétraèdre) a le signe +, quand l'une des deux forces, 
vue de l'extrémité de l'autre force, paraît tourner dans un sens 



(«) 



Journal de Mathématiques, t. XII, 18&7, p. aiS-aai^. 
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convenu; et le signe —, quand cette force semble tourner dans le 
sens contraire. 

Si les deux premiers systèmes sont identiquement les mêmes, 
ainsi que les deux autres, le théorème devient celui-ci : 

Quand deux systèmes de farces sont équivalents y la somme des volumes 
des tétraèdres construits sur les forces d^un système, prises deux à deux 
pour arêtes opposées, est la même que dans Tautre système. 

D*où il suit que : 

De quelque manière qu'on remplace par deux seules forces un système 
quelconque de forces, le tétraèdre construit sur ces deux forces a toujours 
le mime volume. Cest le théorème qui avait été communiqué an- 
ciennement par l'auteur à M. Gergonne, comme on la vu au cha- 
pitre i (p. 58). 

On conclut aussi des deux propositions générales les deux équa- 
tions d'équilibre d'un système de forces , données par Poinsot dans 
son Mémoire sur la composition des moments et des aires , dont 
il a été parié précédemment (chap. i, S k). 

Diverses propriétés des rayons vecteurs et des diamètres d^une conique. 18&8. 
— Propriétés analogues des rayons de courbure des sections normales 
iune surface, en un point^^K 

Plusieurs de ces propositions se trouvaient déjà dans V Aperçu 
historique, au sujet des théorèmes de Stewart sur les polygones ré- 
guliers inscrits au cercle, que l'auteur a étendus à la théorie des 
sections coniques , en montrant qu ils se multiplient par différentes 
transformations ^^K 

Les recherches dont il s'agit ici sont groupées sous quatre titres 
différents et traitent de propriétés relatives : 1** aux rayons vecteurs 
d'une section conique formant une rose des vents; â^ aux diamètres 
d'une conique; 3® aux rayons de courbure des sections normales 

^*^ Compltê reniui, U XXVI, 18/18, p. 53i-535. — ^*^ Aperçu hittioriqve, p. 179 
et 670. 
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d'une surface en un point; /i^ enfin, aux arêtes d'un cône droit à 
base elliptique. 

Nous avons déjà eu à citer quelques théorèmes semblables de 
Siurm (p. 6/i) ; nous en trouverons aussi, dans le chapitre suivant, 
de MM. Breton (de Champ) et Transon, puis d'un jeune géomètre, 
M. Pigeon , qui a donné à quelques propositions une certaine ex- 
tension en considérant des points dans l'espace. 



CHAPITRE III 

(1832-1846.) 



1. M. LiOUVILLE. 

Les travaux nombreux et importants de M. Liouville se rap- 
portent spécialement aux diverses branches de l'Analyse pure, 
aux fonctions transcendantes, à la théorie des nombres et aux ap- 
plications de l'Analyse infinitésimale à l'Astronomie et à la Physique 
mathématique. Mais on y trouve souvent des résultats qui inté- 
ressent la Géométrie, qui concernent même directement la théorie 
des surfaces, et des vues qui, en donnant lieu à de nouvelles re- 
cherches , ont contribué aux progrès de la science. 

Mémoire 9ur quelques questions de Géométrie et de Mécanique et sur i83ii. 
un nouveau genre de calcul pour résoudre ces questions ^^K — Le calcul 
dont il s'agit a été nommé par l'auteur Calcul des différentielles à in- 
dices quelconques. Nous devons nous borner ici à donner un exemple 
des questions de Géométrie et de Mécanique auxquelles M. Liou- 
ville applique sa nouvelle théorie : Déterminer la courbe telky que le 
temps qu'un corps pesant qui glisse sur cette courbe met à aller d'un 
point M en un point A soit une fonction donnée de la hauteur verticale 
du point M aurdessus du point A. 

Les recherches des géomètres qui se sont tant occupés de la 
tautochrone, depuis Huygens et Newton, ne s'étendaient pas à une 
telle question. Toutefois nous devons ajouter que ce problème, dont 
la solution n'est qu'une des nombreuses applications de la méthode 
de M. Liouville, avait été traité déjà par l'illustre Norwégien Abel ^^\ 

'*^ Journal de fÉcok Polytechnique, ^*^ Œuvres complètes de N. H. Abel, 

xxr cahier, i83a, p. 1-69. iii-A", Christiania, 1889, t. I, p. 27. 
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i83i. Note 9ur lafgure d^une mauefluide homogène, en éjmlibre, et dom 
(Tun mouvement de rotation^^K — Jacobi avait annoncé qu*ane masse 
fluide ellipsoïdale à trois axes inégaux pouvait être animée d'un 
mouvement de rotation autour d'un de ses axes, sans changer de 
forme et sous Tinfluence des attractions mutuelles de ses diverses 
parties. M. Liouville donna aussitôt une démonstration de ce beau 
théorème , et fit aussi connaître plus tard l'expression de la loi de 
la pesanteur en chaque point de la surface de la masse fluide, 

i8&3. savoir, que : La pesanteur varie en raieon invene de la perpendieiikire 
abaissée du centre de teUipsoîde sur le plan tangent à la surfaee^ au 
point que Von considère (^. 

t8&i. Mémoire sur quelques propositions générales de Géométrie et sur la 
théorie de téliminaùon dans les équations algébriques^^ — C'est au 
sujet d un théorème démontré par de simples considérations de 
Géométrie ^^\ et consistant en ce que : Les points de contact dune 
surface géométrique et de ses plans tangents parallèles à un même plan 
ont pour centre des moyennes distances un point fixe, queUe que soit la 
direction de ce plan, que M. Liouville, voulant traiter la question par 
l'Analyse, a composé ce Mémoire. Il y démontre de nombreuses 
propriétés des courbes et des surfaces, qui dérivent toutes d'un 
même ordre de considérations générdes sur l'élimination dans les 
équations algébriques. Nous citerons les propositions suivantes : 

Le centre des moyennes distances des points de rencontre de deux 
courbes algeT>riques est aussi le centre des moyennes distances des points 
de rencontre des asymptotes de Tune avec Vautre y ou avec ses asymn 
ptotes. 

La somme des cotangentes des angles sous lesquels se coupent deux 

^'^ Journal de VÉcole Polytechnique, sdences, t. XIII, i8ii, p. Ûi5-4i6. — 

xxin* cahier, i83&, p. 989-996. Journal de Mathématiques, i, VI, iSAi, 

^*) Journal de Mathématiques, t. VIII, p. 3&5-&ii. 

18&3, p. 36o. ^^^ Aperçu historique, etc. p. 960 et 

^'^ Comptes rendus de l'Académie des 6 9 A. 
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courbes est ^ale à la somme des cotangetUes des angles sous lesquels se 
eoupenl leurs asymptotes. 

Sif par les points d! intersection d'une courbe et d^un cercle y on mène 
bs normales à la courbe , ces normales font sur une transversale menée 
par ïe centre du cercle des segments comptés à partir de ce point y dont la 
somme algébrique des valeurs inverses est égale à zéro. 

M. Liouville a remarqué plus tard '*' que ce théorème fournit 
une construction du centre de courbure d'une courbe en un point, 
au moyen d*un seul cercle tangent à la courbe en ce point. H suffit 
de prendre pour la transversale la normale k la courbe. 

Au sujet du théorème relatif au centre des moyennes distances 
des points de contact d'une courbe et de ses tangentes parallèles 
à une même droite, M. Duhamel, lors d'une communication de 
M. Liouville à la Société philomathique ^^^ avait reconnu que les 
, centres de courbure de la courbe relatifs aux points de contact 
avaient le même centre des moyennes distances que ces points de 
contact eux-mêmes '*' ; et, de plus, que la vsomme des rayons de 
courbure était égale à zéro. 

M. Liouville établit aussi ces deux propriétés, et y ajoute celle-ci : 
La somme des valeurs inverses des rayons de courbure est égale à zéro. 

Passant aux surfaces, il démontre des propositions analogues, 
savoir, que : 

La somme des rayons de courbure principaux d'une surface géomé- 
trique en ses points de contact avec ses plans tangents parallèles à un 
même plan est nulle. 



^'^ Journal de Mathématiques, t. IX, 
i8&i, p. i35. 

^ Voir le Mëmoire de M. Liouville. 
{Journal de MaAématiques, t. VI, p. 366 
et 365.) 

^*^ Ce théorème a été gënëralisë par 
M. Terquem, qui a démontre que : Dans 
une courbe d'ordre m, si, à partir de 
chacun des m (m — i ) points de contact 



des tangentes parallèles, on porte sur la 
normale , dans le sens du rayon de courbure, 
ffois le rayon de courbure, ce qui donne 
m (m — i) points y extrémités de ces noi^- 
males, le centre des moyennes distances de 
ces points est le même que celui des points 
de contact. Si p = i , on retrouve le théo- 
rème (le M. Duhamel. ( Nouvelles Annales, 
t. IV, i8/i5, p. 179.) 
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La somme des valeurs inverses des mènes l'ayons de courbure e$i aussi 
égale à zéro. 

Trois surfaces donnent lieu au théorème suivant : Le centre des 
moyennes distances des points (Fintersection de trois surfaces géoînélriqufs 
coïncide avec le- centre des moyennes distances des points ou Tune de ces 
surfaces est rencontrée par les asymptotes rectilignes communes aux deux 
autres, 

\%kh. Développements sur un théorème de Géométrie^^K — Ce travail fait 
suite au Mémoire précédent, et se rapporte à la même propriété des 
tangentes parallèles dans une courbe géométrique. L'auteur y dé- 
montre ce théorème -nouveau : Le centre des moyennes distances des 
points de contact d!une courbe et de ses tangentes parallèles est aussi le 
centre des moyennes distances des points de rencontre mutuelle des asym- 
ptotes de la courbe. 

On sait que les m{in—\) points de contact d'une courbe 
d'ordre m et de ses tangentes parallèles sont situés sur une courbe 
d'ordre (m— i). Pour toute autre direction des tangentes,. ou a 
une autre courbe du même ordre. Toutes ces courbes passent par 
(m— i)- points communs. M. Liouville démontre que : Le centre 
des moyennes distances de ces (m— lY points est le métne que celui des 
points de contact des tangentes à la courbe y parallèles à une même droite. 
Il étend aussi ce théorème aux surfaces. 

i8'iii. De la ligne géodésique sur un ellipsoïde quekonque^^K — L'équation 
différentielle de la ligne géodésique sur l'ellipsoïde à trois axes 
inégaux se présente sous une forme extrêmement compliquée lors- 
qu'on fait usage des coordonnées ordinaires. Mais Jacobi a observé 
que les difficultés s'aplanissent quand on détermine la position 
d'un point sur l'ellipsoïde , au moyen des deux lignes de courbure 
passant par ce pohit, comme Legendre l'avait fait autrefois pour 

^'^ Journal de Mathématiques, t. IX, ''^ Journal de Mathéfnatiques , t. IX . 

i8/i^,|). 337-369. p. 601-608. 
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réduire l'intégrale double qui représente iaire d'uji ellipsoïde. 
I/illustre géomètre de Kœnigsberg est parvenu ainsi à ramener la 
détermination de la ligne gcodésique à de simples quadratures, à 
des transcendantes abéliennes^^). Ce succès conduisit M. Liouville à 
s'occuper aussi de la question. Prenant pour coordonnées d'un point 
dans l'espace, à l'instar de M. Lamé, les trois demi-axes majeurs des 
trois surfaces homofocales à un ellipsoïde fixe, menées par le point, 
lesquelles se réduisent à deux lorsque le point est situé sur l'ellip- 
soïde fixe lui-même, et partant de la définition de la ligne géodé- 
sique fondée sur cette considération dynamique, que c'est la courbe 
que décrirait, à la suite d'une impulsion quelconque, un mobile 
assujetti à demeurer sur la surface, sans intervention d'aucune 
force accélératrice, M. Liouville obtint le résultat de Jacobi, et en 
outre une belle propriété de la courbe, exprimée par l'équation 

[ 1 ] fi^ cOvS- 1 + v^ sin^ i = cons t. , 

fx et i; étant les demi-axes majeurs des deux surfaces homofocales 
menées par un point de la ligne géodésique, et i, l'angle que la 
tangente à la courbe, en ce point, fait avec la ligne de courbure 
située sur la surface (|x). 

M. Liouville remarqua en outre que cette équation ne diffère 
pas au fond de l'équation PD = const. donnée par Joachimsthal ^*^\ 
D étant le demi-diamètre de l'ellipsoïde parallèle à la tangente en 
un point de la ligne géodésique, et P, la perpendiculaire abaissée 
du centre sur le plan tangent à la surface en ce point '^^l 

Nous avons dit précédemment (chap. n, p. 120) que le désir 
qu'avait exprimé M. Liouville, que son équation fût établie par de 

^'^ Compte* rendus de l'Acadétnte des ^;W{/«. (Voir /otinki/deCrelle, t. XXVI, 

seienees, t. VIII, i838, p. a8&; et Jour- i8/i3, p. i55.) 

nal de Matkènatiques , t. VI, 18Û1, ^^^ M. Michael Roberts a tiré de Tëqua- 

p. 267-373. tion PD = Gonst. quelques propriét(% des 

^^ Ohsertaiiones de Uneis brevissimis et lignes géodésiques. {Journal de Mathcma" 

euTPis curvaturœ m sftperfictebus sccundi tiques, t. XI « 18^16 p. 1-/1.) 
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simples considérations de Géométrie, avait donné lieu à plusieurs 
communications à TAcadémie, où se trouvent diverses propriétés 
nouvelles des lignes géodésiques et des lignes de courbure des 
surfaces du second ordre. 

18/16. Depuis, M. Liouville a démontré lui-même Téquation de Joa- 
chimsthal , par des considérations directes extrêmement simples ^^\ 

iSiib. A la suite d'un rapport sur un Mémoire de M. J. A. Serret, con- 
cernant la représeiitaiion géofnetrique des fonciiatis elliptiques etuUra- 
elliptiques, M. Liouville a trouvé qu'une certaine quantité , que 
M. Serret supposait devoir être un nombre entier, pouvait aussi 
devenir fractionnaire sans altérer le résultat; ce qui étend considé- 
rablement le nombre des fonctions elliptiques de première espèce 
exprimables par des arcs de courbes algébriques, le module des 
fonctions n'étant assujetti qu'à la seule condition d*avoir pour 
carré une fraction proprement dite^. 

18/iG. Les théorèmes sur les polygones de périmètre minimum ou 
maximum, circonscrits ou inscrits ù une conique plane ou sphé- 
rique, dont il a été question précédemment (chap. n, p. 117), ont 
donné lieu à une extension remarquable concernant les polygones 
géodésiques tracés sur un ellipsoïde. 

M. Liouville, dans une communication à l'Académie ^'^ a énoncé 
les deux propositions suivantes : 

I. Parmi tous les polygones géodésiques, d!un nombre de côtés donnée 
quon peut circonscrire à une ligne de courbure donnée sur un ellipsoïde y 
celui qui offre le périmètre minimum a tous ses sommets sur une même 
ligne de courbure déterminée y le pretnier sommet pouvant être pris à 
volonté en un point quelconque de cette dernière ligne. 

^'^ Comptes retulus, t. XXII, i8ii6, ''^^ Joum, de Math, L\^ i8kS, p. ù^ù. 

p. 111. — Journal de Mathématiques, '^^ Comptes rendus de rAcadéfnie des 

i, XI, p. 3 1-9 A. sciences, t. XXII, 18A6, p. 898. 
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IL Les côtés du polygone de périmèire nmœimum^ imcril à une 
ligne de courbure donnée ^ sofit tous tangents à une secotide ligne de 
courbure. 

Le théorème, cité précédemment (chap. n, p. 121), d'après ie- 
quel les tangentes d'une ligne géodésique d'une surface du second 
ordre sont toutes tangentes à une môme surface }ioniofocale , avait 
permis d'exprimer en coordonnées elliptiques les deux équations 
d^une droite tangente à deux surfaces homofocales^^^ et l'on ajoutait 
que ces équations se pouvaient transformer en deux équations diifé- 
rentieiles. Donnant suite à celte remarque, M. Liouville reconnaît 18A7. 
que les deux équations diil'érenlielles sont de la forme de celles que 
Jacobi a appelées abéliennesy en sorte que les deux équations de 
la tangente commune à deux surfaces homofocales représentent les 
intégrales du système des deux équations abéliennes ^^\ 

M. Liouville reproduit cette observation dans un Mémoire Sur 
quelques cas particuliers où les équations du motivement d^un point 
matériel pew^ent sint^rer '*. 

Note au sujet d^un article de M. Thotnson ^*^. — M. W. Thomson avait 1867. 
(ait usage, dans des recherches relatives à la distribution de l'élec- 
tricité sur deux corps conducteurs, d'une transformation des figures 
qu'il appelait principe des images : c'était la transformation dans la- 
quelle deux points correspondants a, a sont sur une même droite 
issue d'un point fixe et à des distances de ce point réciproques 
Tune de l'autre, c'est-à-dire telles, que Ton ait 

Otf . Oa = const. 

Si le point a appartient à une sphère, le point a est sur une 
seconde sphère, que M. Thomson appelle \ image de la pre- 

^^^ CompUê rendus, t. XXII, 18/iG, M. Chastes. (Journal île Mathématiques, 

p. 5 18. — Journal de Mathétnatiques , t. XII, p. :2 55.) 
t. XI, p. iifl. '^ Journ, (le Math. l. \II, p. /i-j6. 

■**' fiote au sujet iVun Mémoivf ilv ^ ïlml. l. XII, p. îîOrj-rHjo. 
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iiiièrc. Limage d'un plan est aussi une sphère. Les images de deux 
sphères se coupent sous le même angle que les deux sphères. Ces 
considérations avaient conduit le jeune géomètre et physicien de 
Glasgow à un système de coordonnées courbes, dans lequel les sur- 
faces coordonnées sont des sphères orthogonales qui passent par* 
un point fixe et sont tangentes en ce point à trois plans rectangu- 
laires. C'est ce système, dont il indiquait l'application dans certains 
problèmes de physique f'\ qui a donné lieu à la Note de M. Liou- 
ville dont il s'agit ici. 

M. Liouville appelle ce principe des images transformation par 
rayons vecteurs réciproques^ expression aujourd'hui employée par 
la plupart des géomètres. On savait déjà que, dans cette transfor- 
mation, les angles conservent la même grandeur. M. Liouville 
démontra en outre ce théorème important, que c'est la seule trans- 
formation pour laquelle cette propriété de la conservation des 
angles a lieu. Il donna les formules analytiques qui expriment 
plusieurs transformations successives, et il conclut que l'on peut 
])asser d'une surface à l'une de ses transformées directement par 
une transformation unique. EnQn, il indiqua plusieurs questions re- 
latives à la Géométrie pure, à la Physique mathématique, à l'élec- 
tricité, au magnétisme, à la chaleur, à l'attraction, dans lesquelles 
cette transformation pouvait ôlre utile. Effectivement elle avait déjà 
eu quelques rares applications, et depuis elle a été fréquemment 
employée. Nous réunirons dans un paragraphe, à la suite de l'ana- 
lyse actuelle des recherches géométriques de M. Liouville, l'indi- 
cation des différents ouvrages dans lesquels nous trouvons cette 
transformation des ligures. 

1847. Sur un théorème (le M. Gams, concernant le produit des deux rayons 
de courbure pnncipaux en chaque point d'une surface ^^K — Gauss, 
dans le célèbre Mémoire intitulé : Disquisitiones générales circa super- 

^'^ Extraits de deux lettres adressées a 1 8/17, p. 2 5 6- a 64.) — *- Journal de Math. 
M. Liouville. (Voir /oMnw/(/c.Vrt//i. t. XII, f. XII, 1847, p. agi-So/i. 



Jicie^ curvaSj avait démontré ce tliéorème : L'expression du 'produit 
RRi des deux rayons de courbure principaux en un point d'une surface 
(produit dont la vaieur inverse est ce que Gauss nomme ia cour- 
bure de la surface en ce point) dépend uniquement de Vexpression 
générale de Vêlement linéaire qui joint deux points infiniment voisins. 
D'où Ton conclut que, quand une surface est applicable sur une 
autre par déformation ^ sans rupture ni duplicaiurc, le produit RRi est 
toujours le fnéme pour les deux surfaces en deux points correspon- 
dants (1). 

M. Liouville appelle l'attention sur ce théorème important, dont 
il donne une démonstration reposant sur une expression nouvelle 
du produit RRi. 

Peu de temps après, le même théorème a aussi été démontré 
par MM. Bertrand ^*^> et Puiseux^^^ et par M. Diguet, alois élève 
de l'École Normale W. 

M. Liouville, en donnant une nouvelle édition du prand ouvrage i85(). 
deMonge, ï Application de V Analyse à la Gcomolrie, y a joint comme 
complément et commentaire les Disquisitiones générales circa supn'- 
Jeies curvas de Gauss, et diverses Notes importantes dont nous 
allons dire le sujet. 

Note 1. Sur les courbes à double courbure, 

M. Liouville démontre quelques formules généi^aies relatives aux 
deux courbures des courbes gauches. H fait connaître un beau tra- 
vail de M. Serret, sur ce sujet, travail ([ui a été reproduit depuis 
par l'auteur dans un Mémoire inséré au tome XVI du Journal de 
Mathématiques, et dont nous parlerons plus loin. 

•*^ Présenté à la Sociëtë royale (le G wt- de rKcolo i^Oyteclinique, a été iiis<?rée 

tîagne le 8 octobre 18^7, et imprimé au dans le tomo XI des Noiivelleit Annales de 

tome VI des Commentaliones recentiores. Mathématiques, i8r)i).p. iQO-tiG-i. 
Ce Mémoire a été joint à Y Application ^*^ Journal de Mathématiques , t. Mil, 

it VAnahfêe k la Geoinétnej de Monge. p. 80. 
dans rëdiliou donnée par M. Liouville. ^'' Jbid. j». H-j. 

Une traduction par M. T. A., aiicipii éirvc ' Ihid. p. 80. 
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C'est dans cette Note que M. Liou ville a défiai Vangk de cofUm- 
gence relatif et la courbure fféodésique. Comme il s'agit d'un point 
im])ortant de la théorie, nous citerons les propres paroles de 
Fauteur : 

cr Lorsque deux courbes, dit-il, ont un élément commun dsy 
cries deux éléments qui suivent ds font un angle infiniment 
cr petit dv, que nous nommerons ïafigle de contingence relatif; et 

crie rapport y mesurera la courbure ou la déviation relative des 

crdeux courbes. Le rapport invei^se sera la valeur de ce quon 

(rappellera, par analogie, le 7'ayon de la courbure ou de la déviation 
(f relative... Le lecteur verra qu'on peut tirer un grand parti de ces 
«idées générales. Bornons-nous à signaler, parmi les courbures 
cr relatives, celle d'une courbe tracée sur une surface, par rapport 
(r à la ligne géodésiquo tangente. J'ai proposé pour la désigner le 
cr nom expressif de courbure géodésique^ que M. Bonnet a bien voulu 
cr adopter dans un Mémoire remarquable inséré au xxxn^ cahier du 
fx Journal de VEcole Polytechnique ^^\ y) 



^'^ Ce Mémoire de M. Ossian Bonnet , ou 

plutôt la partie de ce Mémoire qui traite 

des propriétés des lignes ti'acées sur une 

surface avait été présentée h F Académie on 

t8/i/i, et Tau leur s'y servait dijh de cette 

notion de la courbure géodésique, sous 

,, . COS0 dv . , . 

• expression ^^l'f ^^^^ ^^"^ "" 

donner un nom : 6 étant langle que le plan 
osculateur fait avec le plan tangent h la 
surface , et p , le rayon de courbure de la 
courbe. M. Bonnet dit a ce sujet, en offrant 
un ONcmplaire de son Mémoire à TAca- 
démie : «rDans cette partie, la plus impor- 
ff tante du Mémoire, j'ai fait un grand 

ff usage du rapport , qui est Télément 

rrque Ton doit substituer h la courbure 
crdes lignes lorsipi'on considère ces lignes 



tr comme tracées sur une surface déler- 
rr minée; les propriétés les plus importantes 
rrde ce rapport, notamment celles qui 
ffsont exprimées [mr les e^falilés (7 ) , (8 ) , 
fr(«), (9), (la), (i3) du S 3, se Irou- 
(rvent dans le Mémoire de 18&&. Ainsi, 
rrj avais aperçu et démontré, dès celle 
w époque, que ce rapport était lelénient 
rrqui devait remplacer la courbm^ des 
alignes; seulement je n'avais pas alors 
rr pensé h lui doimer un nom particulier : 
(rje me suis servi , dans le Mémoire actuel , 
ffde la dénomination de courbure (rcodc- 
ttsique. Cette dénomination est due h 
rrM. Liouville, qui fa employée dans un 
rr Mémoire composé depuis longtemps, 
rrmais non encore pidblié. » (Comptes rendus 
de l'Académie des sciences, t. XXVIII, 
18/19, P- '"^9) 
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Daus la Note 11, intitulée : Expressions diverses de lu distance de 
deux points it^niment voisins et de la courbure géodésique des lifpics^ sur 
unesurfaccy M. Liouvilie parvient, par des considi^^rations nouvelles 
fort simples, à cette expression remarquable du rayon de cour- 
bure géodésique, 

1 (W , cos i sin i 

que Ton trouve aussi dans le Mémoire de M. Ossian Bonnet. 
Depuis, M. Liouvilie a donné une généralisation importante dr 
cette formule, en supposant que les lignes des coordonnées, au lieu 
d*êlre orthogonales, se coupent sous un angle variable œ^^\ 

La Note III contient un théorème concernant l'intégration de Nquon 
lion des lignes géodésiques. 

M. Liouvilie fait connaître certaines conditions générales qui 
permettent d'intégrer l'équation des lignes géodésiques sur une 
surface donnée, et dans lesquelles rentre en particulier le cas de 
rellipsoîde. 

La Note IV se rapporte an théorème de M. Gauss concernant le 
pivduit des deux rayons de courbure principaux en chaque point d'une 
m9face. 

Après avoir reproduit les démonstrations de MM. Bertrand 
et Puîseux, M. Liouvilie rappelle plusieurs expressions connues 

de la courbure ^^ notamment la fornmle 



;U."" ^xXUa*"^ d^*)' 



qu'il a donnée dans le tome XII du Journal de MathéifuUiqiws. Il in- 
dique ensuite une solution de ce problème important : Deux 
suffaees étant données ^ reconnaître si ces surfaces sont ou ne sont pas 
applicables Tune sur Vautre. Enfin, des considérations sur les sur- 
faces dont les rayons de courbure ont un produit constant, et 



(I) 



Cow/iln rendus, i. XXXII. p. Tyl\^. — Journal di' Maih. (. \M , iS5i. p. i3o. 
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riiilégralion d'une équation aux diflférences partielles du second 
ordre se rattachant à la théorie de ces surfaces, terminent cette 
Note, remarquable à plusieurs égards. 

Note V. Du tracé géographique des surfaces hs unes sur les autres. 

M. Liouville appelle tracé géographique ^ ou plutôt représentation 
géographique y celle dans laquelle les angles se conservent, de sorte 
que deux parties infiniment petites de deux figures correspondantes 
sur deux surfaces sont semblables. 

Lambert et Lagrange avaient déjà traité cette question dans des 
cas particuliers. Gauss Ta résolue d'une manière complète dans un 
Mémoire important couronné par TAcadémie de Copenhague. Après 
avoir rappelé cette solution de Gauss, M. Liouville fait remarquer 
que le problème du tracé géographique comprend, comme cas 
particulier, celui qui a pour but de reconnaître si deux surfaces 
sont applicables Tune sur lautre. 11 donne alors une nouvelle solu- 
tion, indépendante de la considération des rayons de courbure, de 
ce problème déjà traité dans la Noie IV. (r Entre cette méthode et 
(T celle de la Note IV , et d'autres que je pourrais ajouter, dit M. Liou- 
cr ville, le choix devra dépendre des circonstances.!^ 

Note VI. Extension au cas des trois dimensions de la question du 
tracé géographique. 

La question revient à trouver des fonctions de a, jS, y qui, 
prises pour a', (3', y\ vérifient l'équation 

da:'+dp+dy''' = l{da'+d^+dy'). 

où / est une fonction inconnue de a, |3, y. M. Liouville traite 
d'abord le cas où /= i ; puis, par des considérations extrênjenient 
ingénieuses, il ramène le cas général au cas de /= i . Il trouve ainsi 
comme unique solution de la question celle qui correspond à la 
transformation par rayons vecteurs réciproques, (r J'avais fait ob- 
(r server, dit-il, que la transformation par rayons vecteurs récipro- 
cques donne une solution du problème; mais j'ignorais alors que 
cria formule ainsi obtenue fût la plus générale possible. L'analyse 
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cr précédente 9 qui établit ce fait imporlaiit, n'est pas indigne, ce 
crmc semble, de l'attention des géomètres.'» 

Le résultat de M. Liouville est, effectivement, tout à fait capital. 
Parmi les conséquences quon en peut déduire, nous citerons le 
beau théorème de M. Lamé, d'après lequel les systèmes triples de 
surfaces isothermes orthogonales se réduisent au seul formé par 
les surfaces du second degré liomofocales ^^\ 

Note VIL .1 Foccamn des cordes vibrantes. 

Dans cette Note, purement analytique, M. Liouville rappelle les 
différentes méthodes que les géomètres ont imaginées pour inté- 
grer Téquation des cordes vibrantes; puis il applique ces méthodes 
à d autres équations rentrant dans des types plus généraux. 

5ffr un théorème de M. Chasles^^\ — Deux surfaces homofocales, i85i 
ainsi qu on Ta dit précédemment (chap. n , p. g 5 ) , peuvent être con- 
sidérées comme les deux nappes du lieu des centres de courbure 
d'une certaine surface 6. 

M, Liouville se propose de compléter ce théorème en donnant 
Téquation de la surface 0. Elle dérive des formules de son Mémoire 
sur le mouvement d'un point matériel, déjà cité (p. i33). Il ajoute 
(\i\e ces résultats, relatifs aux lignes géodésiqucs des surfaces du 
second ordre, se peuvent aussi démontrer directement, d'une ma- 
nière fort simple. 

Sur la théorie géiérale des surfaces^^K — M. Liouville donne une i85i 
nouvelle expression concise du produit RRi des deux rayons de 
courbure principaux d'une surface en un point, ou plutôt de 

jrjr-t puis une expression générale du rayon de courbure géodésiquCy 

dont il a indiqué de nombreuses conséquences dans ses leçons au 
Collège de France. 

^'' Journal de Mathématiqueit , t. XV\ ^*^ Comptes rendus, t. XXXII, p. 533- 

1 85o , p. 1 o3. 535. — Journal de Mathmatiques , t. XVI , 

t'i /Wrf. t. XVL i85i, p. 6-8. p. i3o-i32. 
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i85a. Théorème sur le rapport anharmanique ^^K — Lorsque quatre 
courbes déterminées sur une surface par des équations telles que 
y(tiy t;) = o, entre deux coordonnées Uy v quelconques, passent par 
un môme point, M. Liouville donne l'expression du rapport anhar- 
monique des tangentes de ces courbes en leur point commun. 
11 en conclut que ce rapport anbarmonique est toujours le même, 
quel que soit le système de coordonnées auquel se rapportent les 
variables ti et r, et quelle que soit aussi la surface sur laquelle ces 
coordonnées sont comptées. 

i85/i. Expression simple du rayon de courbtire géodésique d^une ligne tmk 
sur un ellipsoïde^^K — Soient ds l'élément de la courbe au point 
que l'on considère ; p, le rayon de courbure géodésique ; 0, l'angle 
que la tangente à la courbe fait avec la tangente conjuguée, et H, 
la perpendiculaire abaissée de l'extrémité du demi-diamètre deFel- 
lipsoïde parallèle à cette seconde tangente sur le diamètre parallèle 
à la première, on a l'expression 

* A ndlos II 

II. 

Tratisfonnaiion par rayons vecteurs réciproques» 

Si, sur les rayons menés d'un pôle fixe aux points d'une figure, 
on prend des segments proportionnels aux valeurs inverses de ces 
rayons, les extrémités de ces segments forment une nouvelle figure, 
qui est la traiisfonnée de la première. On dit que la transformation 
se iii\i par rayons vecteurs réciproques. La projection stéréographique , 
connue des anciens, et dont il nous reste un traité de Ptolémée, est 
une transformation de cette nature. En effet, l'œil étant en sur la 
sphère, si la projection d'un point à de la sphère est en à sur le 

^*î Journal de Mathématiques, l. XVII, ^*' Journal de Mathématiques, t. XIX, 

p. Sgi. p. 368. 
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plan diamétral perpendiculaire au rayon à i'extrémilé duquel se 
trouve le point , on voit sur-le-champ que le produit Oa.Oa' est 
constant (et égal au produit du rayon par le diamètre). Ainsi, la 
transformée de la sphère est un plan perpendiculaire au rayon 
qui passe par le point 0. Gela aurait lieu évidemment pour une 
autre valeur du produit constant Oa.Oa', puisqu'on aurait un plan 
parallèle au premier. Il s'ensuit que les plans qui sont les trans- 
formées de deux sphères se coupent sous le môme angle que ces 
sphères. Et l'on conclut de là immédiatement que deux surfaces 
quelconques se coupent en chaque point sous le même angle que 
leurs transformées, au point correspondant; c'est-à-dire que les 
angles se conservent. 

Ainsi , cette transformation par rayons vecteurs réciproques aurait 
pu se conclure naturellement de la projection stéréographique. 

Le rapprochement que nous venons d'indiquer se trouve effec- 1827. 
tivement dans les premiers exemples de cette méthode de trans- 
formation des figures, que renferme le beau Mémoire de M. Que- 
telet , intitulé : Résumé d^une nouvelle théorie des caustiques ''l 
M, Quetelet appelle inverse la transformée d'une figure, et démontre 
ces deux propositions : La polaire (Tune courbe (relative au cercle de 
centre 0) a pour inverse la caustique secondaire de cette courbe. — La 
polaire d^une courbe plane quelconque y après avoir subi deux jrrojections 
niéréographiques successives y devient se^nblable à son inverse. 

Mais l'idée d'une méthode générale de transformation des fi- i836. 
gures, fondée sur des considérations directes, paraît due à M. Bel- 
lavitis, qui l'a exposée sous le titre de Teoria délie figure inverse ^ 
t loro usa nella Geometria elemeiitare ^^\ Il appelle inverse la transfor- 
mée d'une courbe. Il démontre que les inverses de deux courbes se 
coupent sous le même angle que ces courbes. Il établit ensuite plusieurs 

^'' Ntmveaux Mémoires de V Académie *' Annali délie scienze del reguo Loin- 

nifale de Bruxelles, l. IV. 1837, p. 81. havdo-Vrncto , i83G. I. VI, p. laO. 
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propriétés des inverses des sections coniques, et dit que les mêmes 
considérations s'appliquent aux figures dans l'espace (^). 

i8&3. M. Stubbs, professeur à l'université de Dublin, a fait usage 
de ce mode de transformation dans un Mémoire intitulé : On the 
application of a new mHlwde to the Geometry of Curves and curve 
Surfac€s^^\ où il appelle aussi inverseia transformée d'une courbe ou 
d'une surface. S appuyant sur les tbéorèmes de M. Dupin concer- 
nant les surfaces orthogonales, et sur la conservation des angles, 
il est conduit à ce beau théorème général, que les lignes de cmirbure 
dune surface se transforment en lignes de courbure de la nouvelle sur- 
face; et il déduit de b\ une construction géométrique des lignes de 
courbure de la surface d'élasticité. 

Dans le ménie temps, M. Ingram s'est aussi occupé de ces courbes 
inverses ^^K 

1847. Nous avons cité, en parlant ci-dessus des travaux de M. Liou- 
ville, l'usage que M. Thomson a fait de cette méthode de transfor- 
mation dans des questions de physique matliématique, et les déve- 
loppements ajoutés par M. Liouvillc lui-môme , en donnant à la 
méthode son nom actuel de transformation par rayons vecteurs réci- 
proques. 

i848. Les mômes considérations ont conduit M. W. Robert^ à une 
méthode de transJtormation des courbes planes et sphériques , qui 

^'^ M. Reilavitis aencore fait usage de toHni, t. V, i85ft, p. aAi, a/i8 et AyS.j 

ces courbes inverses dans un Mémoire 11 cite cette transformation des figures 

sur la classification des coui*bes du troi- dans son ouvrage intitulé : Spanzùme dei 

sième ordre. {Mémoires de la Société ita- nuoci metodidi Geometria analitiea (Vene- 

licnne, Modène , t. XXV, 1 85 1 , p. 1 8.) En- zia ,1860, in-4° ) et dans les Annali di Ma- 

suite il s'en sert pour la solution d'un tematica de Torlolini^t. III, 1860, p. 60. 

problème. ( Nouvelles A nnales, t. XII, 1 8 5 3 , ^'^ Philosophical Magazine , London , 

p. A /i 3.) Il en expose la théorie dans un pa- novembre i8A3, L XXIII, p. 338-3&7. 

ragraphe d'im travail intitulé ; Principii ^''^ Transactions of the Dublin philoso- 

della Geometria di derivazione, (Annali di phical Society. {\oirSQ\moTï^ Higher plane 

«cienzc matewatiche c fisiche de M. Toi^ curvex, i85'î. p. a/j3.) 



DE LA GEOMETRIE. 1A3 

comprend comme cas particulier celle des rayons vecteurs réci- 
proques, et dans laquelle les angles se conservent. L'équation 
polaire d'une courbe étant F(r, w) = o, on a pour Féquation de sa 
transformée F(r=^", vœ) = o. M. W. Roberis a conclu de cette 
transformation de nombreux théorèmes (^). 

* 

M. H. Faure, capitaine d'artillerie, a aussi étudié, plus tard, ce tSSû. 
même mode général de transformation , dans lequel les angles se 
conservent '^'. 

M. Salmon, en exposant la méthode de transformation par iSSa. 
rayons vecteurs réciproques ''^, a indiqué les causes d'abaissement 
du degré des courbes transformées, et fait remarquer que, dans 
la courbe du quatrième ordre, ayant pour points doubles les deux 
points imaginaires situés à l'infini sur un cercle, il existe quatre 
points qui, pris pour pôles de transformation, permettent de trans- 
former la courbe en elle-même : propriété inq)ortante, sur laquelle 
nous aurons à revenir au sujet des belles recherches de M. Moutard 
sur les surfaces anallagmaliques (chap. v). 

M. Andrew S. Hart, dans le môme temps, tirait de l'équation i85a. 
générale des courbes inverses leur propriété relative aux trois 
points multiples (^L Soit l'équation d'une courbe 

t/o étant une constante, et u^, li,, . . ., ti^ des fonctions de x et y de 
degrés i, a, ,..,111, l'équation de la courbe inveree est 

^*) Journal de Mathématiqueê , t. XIII, ^^^ Salmon, Iligher plane citrves , i859, 

18&8, p. Qog-aao. p. 3o6. 

(*) Extrait d'un Mëmoire sur la irans- ^^^ An account of sotne transformations 

formation des courbes, insérd dans les of curves, {y o\t The Cambridge and Dublin 

Mémoires de l'Académie des sciences de Mathemalical Jonmal, l. VIIL i85.'K 

MontpellifTj i85A,p. /163-Û78. p. 'jy-Iio.) 
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M. Harl conclut de là que cette courbe a trois points multiples 
d'ordre m: Tun situé au pôle ou centre d'inversion, et les deux au- 
tres , imaginaires, coïncidant avec les deux pomts circulaires à Fin- 
fini, c est-à-dire avec les deux points de contact des tangentes au 
cercle qui a son centre au pôle fixe. 

Nous verrons plus loin, en parlant de la projection gauche , pro- 
posée par M. Transon, que, à l'égard des trois points multiples 
d'ordre m, les courbes inverses ne sont qu'un cas particulier de 
courbes que Ton obtient par divers autres modes de transforma- 
tion, et qui ont toujours ces trois points multiples, mais dans les- 
quelles la conservation des angles, qui fait le caractère principal 
des courbes inverses, n'a plus lieu. 

1 853. MM. Ossian Bonnet <*' et J. A. Serret '^^ se sont servis de cette trans- 
formation par rayons vecteurs réciproques, dans leurs Mémoires 
sur les lignes de courbure des surfaces, pour passer du cas des 
surfaces à lignes de courbure planes à celui des surfaces à lignes 
de courbure sphériques, comme on le verra plus loin. 

1 855. M. Paul Serret , en réunissant dans son livre instructif: Des ^méthodes 
en Géométrie (in-8°, i855), les propriétés du mode de transformation 
dont il s'agit, en a fait diverses applications à la théorie des sur- 
faces, concernant leurs lignes de courbure et les rayons de cour- 
bure des sections normales. 

i858. M. Hirst, après avoir fait un usage très-heureux des figures 
inverses, qu'il appelle ainsi d'après M. Stubbs, d'abord dans un 
Mémoire sur les corps qui exercent une égale attraction sur un 
point (^', puis dans un Mémoire sur la courbure éCtine série de surfaces 

^'^ Journal de VEcok Polyteclmique, ^^^ On equaly attracting surfaces. (Voir 

x\xv' cahier, p. *î48 et suiv, Phtiosophical Magaiine, vol. XVI, i858, 

^*^ Journal de MathémaW(ues , t.XVIII, p. 159-197.) 
1 853 , p. 1 1 3. 
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et delign€s^*\ a proposé Tua de ces modes de transformation d'une 
construction plus générale, dont nous venons de parler. 

M. Lamé, dans son grand ouvrage sur les coordonnées cui^ilignes^ 1859. 
a fait aussi les applications les plus fécondes de la Iransformalton 
par rayons vecteurs réciproques aux problèmes des températures 
stationnaires dans plusieurs systèmes de corps, coniques, cylin- 
driques, etc. Nous citerons le jugement de l'illustre analyste sur 
ce procédé de transformation : cr Quand on considère le très-petit 
cr nombre de corps que Ton savait traiter, il y a peu d'années, dans 
ir la tbéorie analytique de la chaleur, on est émerveillé de la puis- 
er sance de généralisation du nouvel instrument que nous venons 
cf d analyser ^^'.-n 

M. J. Booth a fait connaître, dans son très-remarquable Mé- 1860. 
moire sur la courbe qu'il a appelée Logocyclique, une relation fort 
simple concernant les cercles osculateurs des courbes inverses y en 
deux points correspondants. R et r étant les rayons vecteurs des 
deux points, et C, c les cordes interceptées sur ces rayons par les 
cercles osculateurs, on a 

R , r (3) 
(i c 

Nous citerons plus tard, en parlant des travaux de MM. Mann- 
heim et Moutard, d'autres applications importantes de la méthode 
des rayons vecteurs réciproques. 

La propriété de la conservation des angles se vérifie, dans le 
cas des figures planes, pour une infinité d'autres méthodes de 

*'' Insère dans les il mia/i di Materna^ ^'^ Leçons stir hs coordonnées curvilignes 

lîirade M. Tortolini, t. II, 1869, p. 95- et leurs diverses applications; Paris, in-8% 

ii9eti&8-i6&. 1859,]). 938. 

Ce Mémoire de M. Hirst a donne Jieu ^*^ On the Loffocyclic Curve, and the 

B M. Tortolini de réunir, dans une Noie Geometrical Origin of Logarithms. (Voir 

9ur kêfgures inverses, d'inlëressanls dé- Quarterhj Journal y t. III, i8()o, p. i35.) 
veloppements analytiques. (Ibid, p. 1S9.) 
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transformation. Ainsi, x, y étant les coordonnées d'un point de la 
première figure, et x\ y\ celles du point correspondant dans la 
seconde, si l'on pose 

X +y y^— 1 = z et a:'+ y\/-^ = z'y 

il suffît que Ton ait entre z et z' une relation déterminée, de forme 
quelconque, comme on le voit dans les Mémoires de Gauchy sur 
la représentation géométrique des quantités imaginaires, dont il a 
été question dans notre premier chapitre. 

M. F. Lucas a remarqué^*' que, si Ton prend pour relation 

zz'+az + bz' + c = o, 
il y a alors transformation par rayons vecteurs réciproques. 

III. — M. Lamé. 

Lorsqu'on a un système triple de surfaces du second ordre 
homofocales , chaque point de l'espace est déterminé par les demi- 
axes majeurs des trois surfaces qui passent par le point. Ces trois 
demi-axes, désignés en général par |x, v, p, peuvent être pris pour 
coordonnées du point. 
i833. C'est à M. Lamé que Ton doit l'idée complète de ce système 
de coordonnées, et les développements qu'il demandait. Dans un 
Mémoire sur les surfaces isothermes dans les corps solides homogènes 
en équilibre de température y présenté à l'Académie en juin i833 ^^\ 
l'illustre géomètre a fait la première application de ce système des 
trois variables fx, v, p, qu'il appelle coordonnées elliptiques. Il s'est 
servi depuis de ces coordonnées dans plusieurs autres recherches 



^^^ Eludes analytiques sur la théorie <*^ Voir Mémoires des Savants étran- 

(fénéi-ale des courbes planes, i vol. in-8', ffcrs, t. V, et Journal de Mathématiques, 
i866, p. 187. t. Il, 1887, p. 1Û7-183. 
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de Physique inathéiiiatiquef*^ cl inômo d'Analyse pure^'-^ notam- 
ment dans SCS Leçons sur les fonctions inverses des transcendantes f'). 

Dans cet ouvrage, M. Lamé a pu signaler, après vingt années 
d'expérience, ces coordonnées elliptiques comme devant être la source 
d'un grand nombre de recherches importantes, et dire que, subs- 
tituées aux coordonnées sphériques habituelles, elles généralise- 
raient et transformeraient avec avantage toutes les branches de la 
Physique mathématique, ainsi que la Mécanique céleste. 

Bientôt après, M. Lamé a généralisé la conception des coordon- i834. 
nées elliptiques j en substituant aux surfaces du second ordre un sys- 
tème triple de surfaces orthogonales quelconques. Un Mémoire sur 
les lois de Féquilibre dujluide éthéré^'^^ contenait déjà un chapitre ayant 
pour titre Surfaces orthogonales conjuguées^ oii Ton trouve les rela- 
tions générales qui ont lieu entre les coordonnées ordinaires Xy y, z 
d'un point, et les trois paramètres fi, v, p appartenant aux trois 
surfaces orthogonales qui passent par ce point. Mais c'est surtout 
dans un autre travail , intitulé : Mènoire sur les coordonnées curvi- 
lignes ^^\ que l'auteur a donné toutes les formules de cette impor- 1 838. 
tante théorie, avec leur interprétation géométrique, ainsi que ces 
nombreuses relations entre les paramètres des surfaces et les rayons 
de courbure de leurs sections principales, qui sont devenues depuis 
le point de départ de tant de recherches utiles. 



**' Mémoirt sur Viquilibre des tempéra- 
Utru dans tm ellipsoïde h trois axes iné- 
gaux, présente à TAcadénue en février 
1889. (Voir Compte» rendus, t. VII, 
p. q36; — Journal de Mathématiques, 
tIV, 1839, p. 136-163.) 

('' Note sur des intégrales définies dé- 
duites de la théorie des surfaces ortho- 
gonales. (Voir Journal de Matliématiques , 
t. III, i838, p. 559-555.) — Mémoire 
sur plusieurs théorèmes d'Analyse démontres 



par la théorie des surfiices orthogonales. 
{Comptes rendus , t. XXI , 1 845 , p. 1 1 9 . ) 

^''^ 1 volume in-S"; Gauthier-Villars, 
i85o. 

'*^ Préscnlo a TAcadémie en mai i83/i. 
(Voir Journal de V Ecole Polytechnique, 
xxiii* cahier, p. 191-988.) 

^^^ Présente à l'Académie en janviei* 
1 838. ( Voir Comptes rendus, t. VI , p. û3 ; 
— Journal de Mnthvmatiques , t. V, i84o, 
p. .'h*) -3. ^17.) 

10. 
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t8/i3. M. Lamé a appliqué les coordonnées curvilif^nes dans son beau 
Mémoire sur les surfaces orthogonales et isothermes ^^\ 

Cette condition, que les surfaces orthogonales soient isothermes, 
introduit trois équations aux différentielles partielles linéaires et du 
premier ordre, qui permettent d'effectuer l'intégration, tandis que, 
dans le cas général, elle est inabordable. M. Lamé a pu ainsi recon- 
naître que tous les systèmes de surfaces orthogonales isothermes 
sont formés de surfaces du second ordre, et que ces systèmes sont 
de cinq genres : 

1° Ellipsoïdes et hyperboloïdes homofocaux; 

2® Paraboloïdes elliptiques et hyperboliques ayant môme axe et 
mêmes foyers ; 

3® Ellipsoïdes de révolution autour du petit axe et autour du 
gi'and axe ; 

li^ Sphères concentriques et cônes du second ordre; 

5® Plans parallèles conjugués à des cylindres isothermes. 

L'auteur dit que ces recherches lui ont été inspirées par celle 
proposition importante de M. Bertrand : Toute surface appartenant à 
un système triple de surfaces orthogonales isothermes peut être divisée en 
catrés infiniment petits , par ses lignes de courbure ^^K 

1801. M. Lamé s'est livré à une nouvelle étude des coordonnées cur- 
vilignes dans un Mémoire swr les variations des coordonnées curvi- 
lignes ^^K 

Ce travail contient une solution du problème suivant, qui a une 
très-grande importance dans les questions de Physique mathé- 
matique : Trouver tous les systèmes triplement orth(^onaux dont font 
partie une surface quelconque donnée et la surface parallèle infiniment 
voisine. 

•' Joumat de Mathrmntique/t , t. VIIK ^'* Journal de MatkàmUiquef , t. XVf, 

i843, p. 3()7-434. i85i, p. 171-186. 

<*' rtfV/. p. 398. 
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Enfin, M. Lamé a consacré, il y a peu d'années, aux cooidon- i«5y. 
nées curvilignes, un ouvrage spécial, fruit de ses leçons à la Faculté 
des sciences W. 

La théorie des coordonnées elliptiques, puis des coordonnées 
curvilignes, s'est introduite dans les recherches de tous les géo- 
mètres. La plupart des travaux les plus remarquables , depuis une 
trentaine d'années, en renferment des applications. 

Nous avons cité, au sujet de la surface des ondes de Fresnel, i8r)Q. 
rimportant ouvrage de M. Lamé sur la théorie mathématique de 
l'élasticité des corps solides. 

IV. — P. L. Wantzkl. 

Wantzel, élève des plus distingués de l'Ecole Polytechnique, 
enlevé, en 18/18, à l'âge de trente-quatre ans, aux sciences mathé- 
matiques, qu'il cultivait avec succès, s'est surtout occupé d'Algèbre 
et de la théorie des nombres. Nous pouvons cependant citer de lui 
plusieurs recherches importantes concernant la Géométrie. 

En premier lieu, un travail qu'il publia étant encore élève ingé- 18^7 
nieur des ponts et chaussées, est intitulé : Recherches sur les moyens 
de reconnaître si un problème de Géométrie peut se résoudre avec la règle 
et le compas ^^\ Après avoir traité la question d'une manière géné- 
rale et complète, le jeune auteur applique sa méthode aux pro- 
blèmes célèbres de la duplication du cube, des deux moyennes 
proportionnelles et de la trisection de l'angle. II démontre, pour la 
première fois d'une manière entièrement rigoureuse, l'impossibilité 
de résoudre ces problèmes par la règle et le compas. On trouve en 
outre dans le même Mémoire une démonstration fort simple d'un 
beau théorème énoncé par Gauss dans ses Disquisiliones arithmelicœ , 
et d'après lequel la division de la circonférence en N parties égales ne 
peut être effectuée avec la rèffle et le compas que si les fadeurs premiers 

^*' Leçons sur les coordonnées curvi- ^*^ Journal de MathêmaUques j (. II. 

lignes et leurs diverses applications ; I*aris , 1 837 , p. 3GG-37 -i . 
Mallel-BarlielHT, 1 vol. in-8\ i8r>(). 
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de ^ dijfirenfs de a sont de la fonne a"^ ^ et s'ils entrent seulement à 
la première pumance dans ce nombre. 

8A3. lin second travail de Wantzel est relatif à la théorie des surfaces 
minima. M. Catalan venait de démontrer que, parmi toutes les 
surfaces réglées, Théliçoïde à lilets carrés est la seule qui soit mr- 
nima^^K Mais son analyse était fort compliquée. Wantzel fit voir, 
dans une Note présentée à la Société philomathique (séance du 
1 1 février i8/i3), quen combinant les équations de la génératrice 
rectiligne de la surface avec la condition qui exprime que cette sur- 
face est minimay on obtenait le résultat d'une manière plus rapide. 
M. Michael Roberts a aussi donné depuis une démonstration du 
théorème de M. Catalan, fondée sur les mêmes considérations'^). 

8/i8. Wantzel avait repris la question des diamètres des courbes d'ordre 
supérieur, déjà traitée par Euler, mais qui n'y avait fait que les pre- 
miers pas, en s'y bornant à quelques considérations restreintes. Ce 
dernier travail du jeune géomètre, trouvé dans ses papiers après 
sa mort, a été présenté à l'Académie des sciences, dans sa séance 
du 5 juin 1868 , sous le titre de Mémoire sur la théorie des diamètres 
rectilignes des courbes quelconques ^^^ , et a été publié dans le Journal 
de Mathématiques '^\ 

Les hyperboles redondantes de VEnumération des courbes du troi- 
sième ordre, de Newton, offraient un exemple de courbes ayant un 
ou trois diamètres. Euler a donné l'équation d'autres courbes du 
môme genre, mais sans en faire connaître aucune propriété géné- 
rale. Wantzel est parvenu d'une manière fort simple à ce beau 

^'^ Sur les surfaces réglées dont Vaire '-^'^ Comptes résidus des séances de V Aca- 

est un minimum, (Voir Journal de Mathé- demie des sciences, t. XXVI, p. 600. — 

Viatiques, t. Vil, 1 8/1-2, p. 9()3-2ii.) Ce Mémoire a ëld lobjet duD rapport 

^*^ Sur les surfaces dont les rayons de de MM. Lamé, Binet, et Sturm, rappor- 

courhure sont égaux, mais dirigés en sens teur. (Voir Comptes rendus, t. XXVIII, 

opposé. (Voir Journal de Mathématiques, p. <)C.) 

L XI, 18/1O. p. 300-:3î9,.) ^'' T. XIV. 18/lC). p. 111-139. 
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résultat : Les diamètres d'une courbe ^ en nombre limité ou illimité, 
jouissent de cette propriété y qu'il existe une certaine conique dans laquelle 
ces diamètres retranchent des secteurs de même surface. 

De là il a déduit le moyeu de former l'équation générale des 
courbes qui ont un nombre déterminé de diamètres, et môme des 
courbes qui en ont un nombre infini. 

• 

V. — Sturm. 

Les principaux travaux de Sturm se rapportent à TÂnalyse. 
Mais, comme on Ta déjà vu dans notre premier chapitre, on doit 
à ce savant éminent quelques recherches de Géométrie. 

Dans un Mémoire sur Voptique ^^\ Sturm s'est proposé la détermina- 1 838. 
tion des surEaces caustiques par réflexion ou réfraction d une surface 
quelconque donnée. Il établit d'abord des formules qui font con- 
naître la direction des lignes de courbure et la grandeur des rayons 
de courbure principaux de la surface normale aux rayons réfléchis 
ou réfractés, en fonction des éléments correspondants de la surface 
normale aux rayons incidents. L'interprétation géométrique de 
ces formules conduit l'auteur à une propriété fort simple des indi- 
catrices de la surface de séparation des milieux et des surfaces res- 
pectivement normales aux rayons incidents et aux rayons réfléchis 
ou réfractés. La construction par points de la caustique est alors ra- 
menée à une question de Géométrie descriptive. 

Quelques années plus tard, Sturm a donné suite au Mémoire i8^5. 
précédent, dans trois communications à l'Académie sur la théorie 
de la visiony qui contiennent de nouveaux résultats géométriques à 
lappui d'idées ingénieuses émises par l'auteur sur les causes des 
phénomènes de la vision ^^\ 

On remarque dans ce beau travail une propriété importante des 
normales d'une surface courbe : fjcs normales d'une surface en des 

^'^ Journal de Mathématiques, t. III, ^*^ Comptes remlm , i. XX, 18 A 5, 

i838, p. 357-38/j. p. 55A, yGi, t^M. 
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points injmittwnl voisins d'un point k de la surface rencontrefU toutes 
deux droites, qui sont les perpendiculaires aux plans des deux sections 
principales , menées par les centres de courbure de ces sections. 

Ce théorème, \\m des plus importants de la théorie des surfaces, 
a été démontré aussi depuis par M. Kummer dans son Mémoire sur 
la théone des systètnes de rayons rectilignes^^K Et nous le retrouverons 
encore dans un Mémoire de M. Transon , puis dans un travaH récent 
de M. Mannheim. 

On remarque également dans le Mémoire de Sturm la pro- 
position suivante, relative à un système de droites qui ne peuvent 
être les normales d'aucune surface; laquelle complète, comme le 
dit l'auteur, un théorème de M. Bertrand ^ : 

Si Von considère un système de lignes droites disposées dans ^espace 
suivaîit une loi atialytique quelconque et qui ne puissent être normales à 
aucune surface, en prenant un point quelconqtAe dans ^espace et la droite 
OZ correspondante à ce point, puis portant perpendiculairement à OZ 
deux longueurs infiniment petites OM, OM', égales et perpendiculaires 
entre elles, les angles infiniment petits |X et fjL que feront la droite corres- 
pondante au point M avec le plan ZOM, et la droite correspondante au 
point W avec h plan ZOM', auront leur somme (algébrique) (|x4-(x') 
différente de zéro et constante, quelles que soient les directions des deux 
lignes OM, OM', pourvu quelles soient toujours égales, perpendiculaires 
l'une à r autre et à OZ au même point 0. La somme [(i+ii')est nulle dans 
le seul cas où les droites du système sont normales à une même surface ^*'. 

i8/ii. A l'occasion d'un travail de M. Delaunay sur la surface de révo- 
lution dont la courbure moyenne est constante , Sturm s'est pro- 
posé de trouver la courbe qui, par sa révolution autour d'un axe, en- 
gendre la surface mininunn qui renferme un volume donné ^"^^ 11 reconnaît 



(>. 



\oir Journal de Cii-elle, t. LVH , ^'' Comptes rendus de V Académie des 

i8Go, |). 189-930. sciences, t. XX, p. 19 65. 

*' \ (AT Mém. sur h théorie des surfaces. ^*' Journal de Mathétnatiques , t. VI, 

(Jovrn.de Mathém. t. IX, 18/1/1, p. i/i3.) i8/jk p. BiS-^-^o. 



DE LA GEOMETRIE. 



153 



que Téquation différentielle qui exprime les conditions de la ques- 
tion appartient à la courbe décrite par le foyer d'une ellipse ou d'une 
hyperbole qui roule, sans glissement, sur l'axe autour duquel on 
fera tourner la courbe. 



Les théorèmes généraux de l'attraction des corps, démontrés par i8/ia. 
des considérations géométriques dans un Mémoire de la Connais-- 
tance des temps pour i8/i5, dont il a été question dans le chapitre 
précédent, avaient fixé l'attention de Sturm, qui en donna une 
démonstration analytique dans le Journal de Mathématiques (^). 

Sturm a été enlevé à la science qu'il cultivait avec tant de supé- 
riorité, le 18 décembre i855, à l'âge de cinquante et un ans^^'. 

VI. — M. Breton (de Champ). 

M. Breton (de Champ), dans un travail intitulé : Application (Fun i838. 
principe de Mécanique rationnelle à la résolution de quelques problèmes 
de Géométrie^^\ fait quelques applications de la méthode des tan- 
gentes résultante de la considération du centre instantané de ro- 
tation d*une figure plane qui glisse dans son plan. Il résout quelques 
questions relatives aux courbes enveloppes. Il construit l'enveloppe 
d'une droite dont deux points glissent sur les côtés d'un angle. 

Pour montrer l'importance du centre instantané de rotation. 



<') /ourn. âê Math. t. Vil p. 3/î 5-355 : 
Note sur un Mémoire de M. Chastes. 

^ On lit avec émotion Téloquent et 
substantiel discours prononcé aux fîi- 
nâtiifles de Sturm par notre confrère 
M. Liouvilie. (Voir Journal de Matkémati- 
fues, t. XX, i855, p. 395.) 

Les Nouvelles Annales de Mathématiques 
(t. XV, i856, p. 72-89) contiennent 
une Notice fort intéressante sur la vie et 
les travaux de Sturm , suivie d'une liste 
bibUographique de ses Mémoires et Noies 
insérés dans les divers recueils scientifi- 



ques. Celte notice est de M. Prouhet, que 
ses connaissances mathématiques éten- 
dues , auxquelles se joignait une instruc- 
tion littéraire peu commune, et un fond 
de bienveillance et surtout d'équité bien 
précieux , rendaient éminemment propre h 
continuer l'œuvre du vénérable Terquem 
dans la publication des Nouvelles Annales. 
Une mort récente et inattendue a enlevé 
aux sciences et à ses amis cet excellent 
homme, qui mérite tous nos re^j^rets. 

^■^^ Journal de Mathématiques , t. IH, 
p. '188-/19^1. 
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M. Breton prend une question de l'espace, le déplacement d'un angle 
trièdre trirectan{][le dont les faces glissent sur un ellipsoïde; et il dé- 
montre que le sommet de Tangle décrit une surface dont la fwrmak 
passe toujours par le centre de l'eUipsf)ide; d'où il conclut, comme on 
le savait par le tliéorùme si connu de Monge, que cette surface est 
une sphère. 

i8/i5. Indication de quelques théorèmes généraux de Géomélrie^^K — 
M. Breton énonce ce théorème : Si ton a dans un plan une courbe 
fixe de degré quelconque et un groupe circulaire inohile autour de son 
centre, la somme des valeurs de toute fonction symétrique entière et ho- 
mogène , de degré pair ^6, des réciproques des segments interceptés par 
la courbe sur les rayons du groupe^ est constante, pourvu que leur nombre 
surpasse 6. 

On voit que par groupe circulaire Tauteur entend un système 
de rayons divisant Tespace circulaire autour d'un point en angles 
égaux; ce que d'autres ont appelé rosette. 

M. Breton étend ces considérations à des groupes elliptiques, ap- 
pelant amsi la projection, sur un plan, de groupes circulaires. 

Quelques exemples de ce genre de questions se'sont déjà trouvés 
dans nos deux chapitres précédents (p. 64 et mb). 

j3/,8 Un travail subséquent, intitulé : Note sur quelques propriétés des 
rayons de courbure des sections faites dans une surface par des plans 
conduits suivant une même normale ^^\ renferme des applications des 
propriétés des groupes circulaires ou elliptiques. 

Dans un Mémoire qui a pour titre : Analyse de Vouvrage deStewart^ 
intitulé : Quelques tliéorèmes génératix d'un grand usage dans les hautes 
Mathématiques^^', M. Breton montre que la plupart de ces théorèmes 

^'^ Comptes rendus de VAcudemie, t. XX , et 644. — Rapport de M. Caudiy. [Ibid, 
p. 499. p. 494.) — ^^^ Journal de Mathématiques ^ 

^'^ Comptes rendus, l. \VI. p. 178 1. XIH, i848, p. a8i-.*^3i. 
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peuvent être considérés comme des corollaires de trois proposi- 
tions principales, auxquelles d'autres se rattachent par i analogie. 
H fait voir en outre que plusieurs de ces théorèmes ne se vérifient 
que sous certaines conditions non indiquées par l'auteur. Cette re- 
marque avait déjà été le sujet d'une Note adressée par M. Breton à 
TAcadémie des sciences le a juin i846(^^ Nous devons ajouter que 
le savant professeur de l'Académie royale militaire de Woolwich, 
T. S.Davies, avait déjà fait cette observation dans un excellent tra- 
vail sur l'ouvrage de Stewart'^^ 



M. Breton, après avoir présenté à l'Académie, en 1 8/19 et 1 853, 
deux aperçus succincts sur la question des Porismes ^^\ en a fait plus 
tard le sujet d'un travail fort étendu, sous le titre de : Recherches 
nouvelles 9ur les Porismes (TEuclide ^^l 

Dans une première partie l'auteur donne une traduction du pas- 
sage et des lemmes de Pappus sur les Porismes d'Ëuclide, ainsi 
que des passages de Proclus. Puis il fait connaître les opinions ou 
conjectures de divers géomètres sur les Porismes. Dans une se- 
conde partie il commente les textes de Pappus et de Proclus, et 
il émet ses propres conclusions sur cette grande question. 

Depuis, M. Breton est revenu sur le même sujet dans de nou- 
velles communications à l'Académie (^), qui ont donné lieu alors à des 
observations contradictoires ^^\ puis enfin à un rapport de MM. Ber- 
trand et Serret, contraire aux vues de l'auteur ''). 



^'^ Note sur lafauueté de quelques pro- 
pontùms non encore dimotUrées de Matthew 
Stewart. (Voir Comptes rendus, t. XXII, 
18A6, p. 961.) 

^■* An Anahftical Discussion ojîf Mat- 
thew Stewards gênerai Theorems. (Voir 
Transactions of the royal Society 0/ Edin- 
iwyA, t XV, 18a, p. 573-608.) 

^'^ Mémoire sur les Porismes d'Ëuclide. 
(Comtes rendus , tWW , 1869, p. 679- 
A8a.) — Note sur un point important de la 



question des Porismes. (Comptes rendus, 
t. XXXVI, i853, p. 1008-1013.) 

^^^ Journal de Mathématiques, t. XX, 
i855, p. 209-80/1. 

^*^ Comptes rendus, t. L, annëe 1860, 
p. 988 et 996; t. LI, 1860, p. io3â; 
t. LUI, 1861, p. 336. 

^^^ Comptes rendus, t. L , p. 9^0 , 799 , 
1007; t. Ll, p. io36, ioA3-io6i. 

^^^ Comptes rendus, t. LUI, p. 699- 
71/i. 



i855. 
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i85G. Sur les seclims circulaires du tore et des sutfaces de révolution algé- 
briques d^ ordre quelconque ^^\ — M. Yvon Viliarceau avait fait con- 
naître, dans une Note présentée à TÂcadémie^'^ que le tore, indé- 
pendamment des sections méridiennes et des parallèles qui sont des 
couples de cercles, admet un troisième système de sections circu- 
laires, situées dans des plans inclinés à l'axe de révolution et don- 
blement tangents à la surface. M. Breton démontre ce théorème, 
et, en outre, il démontre que le tore est la seule surface de révo- 
lution qui admette des sections circulaires obliques à Taxe. 

VU. — M. Duhamel. 

M. Duhamel, dont nous avons fait connaître, dans notre premier 
chapitre, un travail intéressant sur la méthode des tangentes de 
Roberval, s est occupé surtout de Physique mathématique, de la 
théorie de la chaleur particulièrement, et de Mécanique. Ses nom- 
breux Mémoires ont paru la plupart (de 1882 à i856) dans le 
Journal de F Ecole Polytechnique. 

1 839. Nous extrairons d'une Note sur les surfaces isothermes dans les corps 
solides dont la conductibilité nest pas la niéme dans tous les sens^^\ une 
remarque qui peut trouver place ici. M.Duhamel, faisant une ap- 
phcation particulière au cas où les surfaces isothermes sont des 
ellipsoïdes, reconnaît que ces ellipsoïdes ne sont pas homofocaux, 
et qu'il existe une loi très-simple entre leurs axes et leur conduc- 
tibilité respective, savoir, que : Les différences des demi-axes sont pro- 
portionnelles aux conductibilités jmncipales. 

Il trouve encore que : Le flux de chaleur qui traverse la surface d!un 
ellipsoïde isotherme y en un point quelconqm , est proportionnel à la per- 
peiidiculaire abaissée du centre sur le plan tangent en ce points r comme 

^'^ Nouvelles Annales de Malkétnatiques, cadénde des sciences, t. XXVIL 18/18, 
1^856, t. XV, p. ûo-/i6. [h q/i6. 

^*^ Comptes rendus des séances de VA- ^^^ Journal de Math. t. IV, p. O3-78. 
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ft cela avait été trouvé, ajoute-t-il, par M. Ghasics, pour le cas par- 
er tîculîer d'une conductibilité constante (^'. v 



Note sur la méthode de Fermât pour la détermination des maxima et \ 860. 
minimay et son application au problème des tangentes et des, centres de 
gnvité^^K — Peu de temps après que Roberval eut donné sa mé- 
thode des tangentes , le même problème fut résolu d'une manière 
différente par Descartes, dans sa Géométrie, puis par Fermât, au 
moyen de la méthode de maximis et minimis. Ges deux dernières 
solutions excitèrent une vive rivalité et des discussions entre Des- 
cartes et Fermât, auxquelles prit part aussi Roberval. Montucla, en 
rendant compte de ces débats, qui avaient un très-grand intérêt 
dans rhistoire des Mathématiques, a accusé la grande vivacité de 
Descartes, et regardé la méthode de Fermât comme se rapprochant 
le plus de celle qui aujourd'hui forme l'application la plus simple 
du calcul différentiel. Depuis, plusieurs géomètres, d'Alcmbert, 
Lagrange, Laplace, Fourier, ont paru confirmer ce jugement du 
célèbre historien des Mathématiques. Gependant M. Duhamel, ayant 
repris, il y a quelques années, l'examen de la question, a dû con- 
clure, d'une part, contrairement au jugement porté par Montucla 
sur la querelle entre Descartes et Fermât, que les considérations 
présentées par Descartes étaient bien fondées; et, d'autre part, 
que c'est surtout dans la seconde méthode donnée par ce grand 
géomètre, plus que dans celle de Fermât, que l'on peut voir la 
méthode actuelle, et dès lors l'origine du calcul différentiel. 
Nous citerons les propres paroles de M. Duhamel : 
(T Lagrange s'est trompé dans son appréciation de la méthode de 
ff Fermât : ce qu'il en a dit devait, au contraire, s'appliquer à celle 
«de Descartes^ qui est le premier qui ait considéré la tangente 

^'^ Mémoire sur f attraction d'vne couche équilibre de température, (Voir Journal de 

d&pmMale infiniment minée, et les rapports l'Ecole Polytechnique, xxv* cahier, p. 38.) 
qui ont lieu entre cette attraction et les lois ^*^ Comptes rendus de V Académie des 

de la chaleur en numoement dans un corps en sciences , t. L, 1860, p. 761-7/16. 
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a comme la limilc d'une sécante dont deux points de rencontre 
rravec la courbe se rapprochent indéfiniment; et c'est sa méthode, 
cr et non celle de Fermât, qui est, en conservant Texpression de La- 
cr grange , analogue à celle du calcul différentiel, d 

Cette Note sur la méthode de maxinUs et minimie de Fermât, lae 
à TAcadémie, était un extrait d'un travail fort important, qui a paru 
depuis dans les Mémoires de TAcadémie, sous le titre de Ménum 
sur la Mélliode des maxima et des minima de Fermât y et sur les Méthodes 
des tangentes de Fermât et de Descartes ^^K 

Il appartenait naturellement à Tauteur de Touvrage lumineux et 
instructif sur les Méthodes dans les sciences de raisonnement^^^ d'appro- 
fondir ainsi et de juger de haut les débats relatifs à des questions 
si considérables dans l'histoire de la science. 

On doit, comme l'on sait, à M. Duhamel plusieurs ouvrages 
didactiqfues , Cours de Mécanique et Cours d^ Analyse de F Ecole Polytechr 
niquey Eléments de Calcul infinitésimal, fruit d'une longue expérience 
et d'un enseignement qui a eu sur la jeunesse de nos écoles une 
influence considérable. 



VIII. G. RoDRIGUBS. 

Nous avons à ajouter aux recherches déjà citées de Rodrigues 
un travail fort étendu , traitant des lois géométriques qui refissent les 
déplacements d^un s^ystème solide dans F espace y et de la variation des' coor- 
données provenant de ces déplacements considérés indépendamment des 
causes qui peuvent les produire^^K — Plusieurs paragraphes sont con- 
sacrés à la composition des translations et des rotations d'un corps 
autour de plusieurs axes, parallèles, convergents, ou de position 
quelconque dans l'espace. L'auteur démontre l'existence de Yojre 
central; il donne l'expression des coordonnées des points du corps 

('^ Mémoires de l'Académie des sciences , i8C8; Gaulhier-Villare. — ^^^ Journal de 
t. XXII, 1 804, p. 269-330. Mathématiques, t. V, 18/10, p. 38o- 

(*) 3 volumes in -8% i865, 1866 ot /i/io. 
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transporté dans sa nouvelle position. Puis il examine le cas du 
déplacement infiniment petit, et donne les conditions analytiques 
d'équilibre de plusieurs déplacements successifs infiniment petits, 
qu'il compare ensuite aux conditions d'équilibre d'un système de 
forces. Cette partie du Mémoire parait avoir été l'objet principal 
de Rodrigues, qui s'y propose de marquer le point qui sépare la 
Géométrie de la Mécanique. 

IX. — M. Delaunay. 

Dans une Note sur la théorie de F engrenage de Wliite •*', M. Delaunay i84o. 
a donné une démonstration , fondée sur des considérations géomé- 
triques fort simples, de la propriété dont jouit cet engrenage, de ne 
présenter qu'un frottement de roulement. 

Sur la surface de révolution dont la courbure moyenne est constante ^^\ 1 8â i . 
— M. Delaunay appelle courbure moyenne, en un point d'une sur- 
face, la demi-somme des courbures principales. Cela posé, la courbe 
méridienne d'une surface de révolution dont la courbure moyenne 
soit la même en chaque point est définie par la condition 

p étant le rayon de courbure en un point de la courbe ; N , la por- 
tion de la normale terminée à l'axe de révolution, et— ,1a cour- 
bore moyenne constante. 

M. Delaunay tire de là l'équation différentielle du premier ordre 
de la courbe; puis, interprétant géométriquement cette équation, 
il parvient au résultat suivant : 

Pour trouver la courbe méridienne de la surface de révolution dont 
h courbure moyenne est constante et égale à ~i il faut faire rouler sur 

^*^ Jowmal de Mathématiques, t. V, '"^ Journal de Mathématiques, t. VI, 

38-41. ,8'ii. p. 3o9-3io. 
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l'aœe de la surface une ellipse ou une hyperbole dont le grand axe ou 
l\iœe transverse soit égal à âa : le foyer décrit la courbe cherchée. 

Ainsi la relation i + sj = - exprime une propriété de la courbe 

décrite par le foyer d une conique qui roule sur une droite. 

M. Mannhcim a démontré directement cette propriété dans un 
travail dont nous aurons à parler ultérieurement (chap. v). 

Le Mémoire de M. Delaunay a donné lieu aussi à un travail fort 
intéressant de Sturm sur quelques questions analogues t^). 

1 8 A 3. Note sur une ligne de longueur donnée qui renferme une aire maamun^ 
sur une surface^^K — La courbe qui sur un plan renferme sous un 
périmètre donné Taire maximum est le cercle. Quelle est, parmi 
les courbes isopérimètres tracées sur une surface courbe, celle qui 
renferme une aire maximum? M. Delaunay, en résolvant cette ques- 
tion , est parvenu au résultat suivant : 

La courbe cherchée jouit de la propriété, que, en chacun de ses 
points y le rayon de courbure est proportionnel au cosinus de Fangle 
formé par son plan osculateur avec le plan tangent à la surface. 

On peut dire encore que, en chaque point de la courbe, la sphère 
qui contient le cercle osculateur de la courbe, et dont le centre est sur le 
plan tangent à la surface, a un rayon constant ^^\ 

]8/iâ. Dans un travail important sur le calcul des variations des inté- 
grales multiples'*', M. Delaunay a donné plusieurs autres inter- 
prétations géométriques intéressantes des résultats de l'Analyse. 
Ainsi, par exemple, il montre que, dans la surface d'une étendue 
donnée renfermant un volume maximum, pour chaque point de 

^*^ Journal de Mathématiqties , t. VI , renfermant une aire donnée, avait élé 

p. 3 1 5. proposée dans le Journal de Crelle, 1. IIL 

^*' Voir Journal de Mathématiques, p. 99, problème vi, et résolue par M. Min- 

l. VIII, i843, p. aûi-Q/i/i. dxngiibid. t. V, p. 397-306). 

^^^ Cette question, de trouver sur une ^*^ Journal de V Ecole Polytechnique, 

surface la li^e de plus petit périmètre xxix* cahier, p. 37-1 ao. 
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la courbe limite, le centre de moyenne courbure de la surface est 
à une distance du plan tangent à la surface limite au même point, 
double de la distance du pied de l'ordonnée à co plan tangent. 

On sait que depuis plusieurs années M. Delaunay s'est consacré 
presque entièrement à l'achèvement d'une nouvelle théorie du mou- 
vement de la lune, fondée sur une méthode qui lui est propre et 
qui permet de pousser les approximations beaucoup plus loin qu'on 
ne lavait fait avant lui (^). 

X. BiNET. 

Remarque sur une courbe qui est sa propre développée ^ et sur un genre 1 8/i i . 
de surfaces qui contiennent le lieu des centres de l'une de leurs espèces de 
€0urbure^^\ — La cycloïde jouit de la propriété que sa développée 
est une cycloïde, et en outre que celle-ci est égale à la première. 
Il en est de même de la spirale logarithmique. Binet se propose 
de chercher en général les courbes qui sont elles-mêmes leurs 
propres développées ; il donne l'équation de certaines spirales loga- 
rithmiques qui satisfont à la question. 

S'occupant ensuite des surfaces, il en fait connaître une classe 
pour laquelle les centres de Tune des deux espèces de courbure 
sont situés sur la surface même. Ces surfaces sont un cas spécial 
de celles qu'engendre une courbe plane dont le plan roule sur une 
surface développable. On sait que ces surfaces générales, qui sont 
le sujet d'un beau Mémoire de Monge^^', sont représentées par 
une équation aux différences partielles du troisième ordre; l'équa- 
tion qui exprime la génération particulière indiquée par Binet n'est 
que du second ordre. 

^*^ Ce travail occupe les tomes XXVIII de Mathématiques, L VI, i84i, p. Gi-64. 
et XXIX, 1860 et 1867, des Mémoires de ^'^ Mémoire sur la sur/ace courbe dont 

rAcadëmie. D n*est pas terminé, et un toutes les normales sont tangentes à une 

Iroisième volume lui sera consacré. tnêtne surface développable quelconque, 

^^ Canotes rendus de l'Académie des (Voir Journal de V École Polytechnique, 

triênees, i,W\, 18/11, p. /j35. — Journal xiii* raliiiM-. 180O. p. 1-59.) 
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Une analyse de ces résultats se trouve dans le tome XII des 
Comptes remlus de t Académie, année 1861, p. 635-637. 

i8/i4. }Jote sur la courbure des lignes considérées comme provenant de Fin- 
ierseciion mutuelle de deux surfaces donnees^^K — Uauteur détermine 
la courbure de la courbe d'intersection de deux surfaces, de deux 
manières différentes qui résultent des mêmes calculs. 

Par la prennère il obtient la courbure de la courbe, au moyen 
des courbures des sections faîtes dans chaque surface par un plan 
tangent à l'autre. 

Et la seconde donne le rayon de courbure p de la courbe en fonc- 
lion des rayons de courbure v et Vi des sections normales des deux 
surfaces , faites par des plans passant par la tangente à la courbe. 
On a 

1 _. 1 fil acos(y,y,) Iffl 
p*~sin*(v,v,) L»'* J'î Wi J * 

Cette expression correspond à la construction à laquelle Ha- 
cliette était parvenu par de simples considérations de Géométrie. 
Binel en fait l'observation. 

Quant à la courbure même de la courbe, sa détermination est 
toute différente et constitue un beau théorème qu'on peut énoncer 
ainsi : 

Lorsque deux surfaces S , S^ «c cowpeni suivant une courbe G , que 
par la tangente en un point m de la courbe on mène le plan tangent à 
chacune des surfaces , le plan tangent à S campera Sj suivant une courbe 
Sj, et le plan tangent à Si coupera S suivant une courbe s; que mr les 
normales prin^^ipales de ces deux courbes on prenne des segments mp, mpi 
représentant leurs courbures , et que sur ces segments on construise un 
parallélogramme, la diagonale de ce jiarallélogramme sera, en directiof}, 

<*' Comptes rettdus, i, XIX, i84/j, courbure des courbes provenant de Ini- 

|). 210-390. terseclion de deux surfaces. {The Caw- 

^^ M. W. Spottiswoodo ostjiarvenu à hridirc and Dublin MothematieoïJoumal y 

la niAmo expression dans une Noio sur la l. ÏX , t856, p. a3/j-238.) 
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la nonnale principale ^ de la courbe Qa, et, en (p'andeury la courbure de 
celte courbe. 

XL — M. A. Transox. 

Recherches sur la courbure de^ lignes et des surfaces ^^\ — M. Trcinson 1 8^1 1 
appelle d^ie^ûm de la courbure en un point, la tangente de l'angle 
que le diamètre commun aux coniques, qui ont en ce point un con- 
tact du troisième ordre avec la courbe, fait avec la normale. II 
trouve une expression très-simple de cette tangente trigonom<^lrique 
en fonction du rayon de courbure p de la courbe, et du rayon de 
courbure p' de sa développée, savoir : 

tang^=i|. 

Ensuite M. Transon détermine la grandeur et le signe du dia- 
mètre de la conique qui a un contact du quatrième ordre avec la 
courbe. Le signe fait connaître si la courbe est une ellipse ou une 
hyperbole. 

Ces déterminations se font en fonction des rayons de courbure 
de la courbe et de ses deux développées successives. Soient p, p', p 
ces trois rayons de courbure; <^, l'angle que fait le diamètre com- 
mun en direction aux coniques osculatrices du second ordre, et R, 
le demi-diamètre de la conique osculatrice du troisième ordre ; on a 



tang5 = i£', R= V/P"rf > • 

Lorsque 5=o, on dit que la courbe a un sommet^ de môme 
que pour les coniques. 

Quant aux lois relatives à la déviation de la courbure des lignes 
tracées sur une surface, M. Transon arrive aux résultats suivants : 

i® Parmi les sections normales en wi point y il en existe en général 
trois (^dont deux peuvent être imaginaires) qui ont en ce point une dévia- 
tion nulle y et conséquemment un sommet. 

'*' Jofirnal de Malhvmahqiiea , l. VI, 18^11, ]). i()i-'>o8. 
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^î"" Panni les sections obliques dont les plans passent pm* une même /m- 
génie , tV y en a une dont la d(kiation est la plus grande possible. — Le 
rapport entre cette déviation maximum et celle d'une autre section est rehi 
de l'unité an cosinm de Tinclinaison mutuelle des plans des deux courbes. 

3*^ Parmi les sections normales y il y en a en général six (yw peu- 
vent être imaginaires par couples) pottr lesquelles la conique ùsculatrice 
du quatrième ardre est une parabole. 

18^1. M. Transon, dans une Note sur les courbes qui sont à eiJes- 
mêmes leurs propres caustiques, et sur les surfaces qui sont à elles- 
mêmes une de leurs deux Utippes focales, di^mon Ire quelques théo- 
rèmes parmi lesquels nous citerons cette propriété de la spirale 
logarithmique : 

Si des rayons issus du pâle subissent sur la courbe un nombre quel- 
conque de réflexions ou de réfractions y leur caustique est toujours «ne 
spirale logarithmique ^ de mène angle et de même pâle que la proposée^"^ - 

i845. Méthode géométrique pour les rayons de courbure d^une certaine chs^^ 
de courbes ^'^\ — Cette méthode est une application de la propriét--*^ 
du centre instantané de rotation d'une figure plane qui glisse svê 
son plan. M. Transon donne l'expression du rayon de courbure à^^ 
la courbe décrite par un point dans le roulement d'une courbe su 
une courbe Gxe, en fonction des rayons de courbure de ces deu 
dernières en leur point de contact : puis le rayon de courbure de^ 
la courbe décrite par un point d'une figure dont le mouvement-^ 
est défini par celui de deux de ses points; ce qui comprend toutes 
les courbes, comme le dit M. Transon, auxquelles s'applique la 
méthode des tangentes fondée sur la considération du centre ins- 
tantané de rotation d'une figure qui se déplace sur son plan. 

1861. Mémoire sur les propriétés d'un et) semble de droites menées de tous 

^'^ Journal de Mathématiques, t. VI, ^*^ Journal de Mathématiques, t. X, 

18/11, p. Ixhx-hh']. i845. p. i/48-i5f». 
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les points de l'espace suivant une loi quelcotiqtie '*l — Si par chaque 
point de Tespace on mène une droite dont la direction dépende 
de ia position du point, on a le système de droites que M. Transon 
étudie, en vue surtout de leur distribution en groupes de droites 
normales à des surfaces. 

Il démontre d^abord ce théor&me connu, que les droites ne 
peuvent se partager en groupes normaux à des surfaces lieux des 
points de départ des droites; puis il cherche, et c'est là l'objet princi- 
pal du Mémoire, si les droites se peuvent partager en des groupes 
oonuaux à des surfaces différentes de celles des points de départ de 
chaque groupe. La question se résout afiirmalivement par celle 
^^usidération , que son énoncé s'exprime par une équation diffé- 
rentielle dont la condition d'intégrabilité est une équation aux diffé- 
rentielles partielles comportant une intégrale générale avec une 
fonction arbitraire. 

Ce travail, qni renferme des résultats nouveaux et importants, 
a été le sujet d'un rapport à l'Académie ^^K 

Sur les polygones semi-réguliers inscrits à V ellipse ^^\ — M. ïran- i8G' 
son appelle polygone semi-régulier inscrit à tcllipse un polygoni? 
qui est la projection d'un polygone régulier inscrit au cerchî. 
Il démontre ce théorème : Ri, Rj,. . ., R^ étant les rayons de cour- 
w#ij de V ellipse j aux sommets d'un polygone semir-régulier infant, 

^ n sommets j la moyenne arithmétique des quantités l{\, R2,..., R\ est 
^^'^^^épendante de la position particulière du polygone y ainsi que du nmnbi^e 
^ *es côtés. 

I^e h projection gauche (*l — M. Transon nomme projection gauche \ ^(io 
^ projection d'une figure plane faite sur un tableau^ par des droites 

' Présente è FAcadëinie des sciences Chasies, rapporteur. [Comptes rendus, 

^ * i février 1861. (Voir Comptes rendus, t. LU, p. ioi3.) 
* ^H, p. a 43.) Inséré dans le Journal de '^^^ Nouvelles Annales de Mathématiques , 

^cokPolytechiiquc,xixmi' cahier, 18G1, a' série, t. Il, i8G3, p. 3i7-3ao. 
V- 195-207. (*) Ibid. a* série, t. IV, iSGS, p. :\Hr^- 

*' Commissaires : MM. Bertraïul et 3ç)3, et t. V, p. 65-70. 






106 KAi>P()RT sua LES PROGRES 

qui p<irleiil (les points de la ligure que Ton projette et qui s'appuieut 
sur deux droites fixes de Tespace appelées directrices. Soient A, B 
les points oïl ces deux droites directrices rencontrent le plan de la 
figure projetée, et Â', D\ ceux où les mêmes droites rencontrent le 
plan du tableau. Toute droite L de la figure a pour projection une 
ronique, qui est fintersection du tableau et de Thyperboloîde dé- 
teiininé par la droite L et les deux directrices, et qui par consé- 
([uent ])asse par trois points fixes, le point où la droite AB perce 
le j)lan du tableau, et les deux points k\ B'. La projection d'une 
courbe d'ordre m est une courbe d'ordre awi qui a trois points 
multiples d'ordre m, savoir : le point où la droite AB perce le plan 
(lu tableau, parce que la courbe rencontre cette droite en m points; 
et les deux points A', B', parce que par l'un de ces points. A' pair 
exemple, passent m droites qui s'appuient sur la courbe et sur la 
droite BB'. 

Si l'on fait tourner le plan du tableau autour de farète com- 
mune aux deux plans, les deux figures ne cessent pas d'être les 
projections Tune de l'autre; ce ([ui permet de supprimer la consi- 
(l(;i*ation des trois dimensions de fespace et de faire la transforma- 
tion dans le plan même de la figure proposée. Cette transformation 
consiste en ce lliéorème : Si des deux points A, B on mène à chaque 
point o de lafgure proposée deux droites Ao, Bo qui rencontrent un 
axefxe D en a et ^, les deux droites A'a, V€se coupent en un point o' 
appartenant à la nouvelle fgure. Les trois points multiples d'ordre w 
sont les points A' et B' et le point où la droite AB rencontre l'axe 
fixeDC. 

^'^ Nouvelles Annales, a* w?rie, t. V, aux rayons ko, Bo l'espectivemenL Cela 

1866, j). G 3-70. jMîrniot de prendre arbitrairement les trois 

A In suite de celle secoixle partie du poinb de la nouvelle iiguro, qui devront 

Iravail de M. Transoii, M. Hirsl a conçu corn^spondro « trois points ddsign^ de 

aussitôt luie construction qui a quelque la première. (Voir Sur la tratisfonnation 

chose de plus {jt^nëral, tout en conduisant quadrique, dans les Nouvelles Annales.. 

aux nic^fnes résultats, il fait coirespondre t. V, p. 31 3-2 18.) 

los rayons \'<x, \V€ homofpaphiquemcnl On doit oncoro « M. Hirsl une autrr 
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Ces modes de transformation, fondés sur de simples considéra- 
tions de Géométrie, conduisent, comme le dit M. Transon, aux 
mêmes figures qu'un procédé dont M. Magnus a donné l'expression 
analytique sous le titre de : Nouvelle méthode pour découvrir des théo- 
rèmes de Géométrie ^^\ M. Transon ajoute même que les formules 
de M. Magnus offrent plus de généralité, en ce que deux des trois 
points fondamentaux peuvent y être des points imaginaires^^). Mais 
quant à la construction de l'espace, M. Transon n'a pas eu connais- 
sance d'un passage de l'ouvrage de Steiner, Systematische Entwicke- 
lung. . . , où elle se trouve. 

Nous aurions à citer ici, si nous ne l'avions fait dans notre premier 



mëlhode de transformation, qui produit 
les mêmes figures, mais par des considë- 
ratîons très-différentes, et qu'il appelle 
ùnerston juadriqw. {On tke quadrie in- 
venkm (^ plane Curves, extrait des Pro- 
ceedmgs de la Société Royale, mars 1 865, 
p. 99-186.) On prend une conique yèm- 
damenUde et an point fixe A , appelé ori- 
gine. Par ce point A on mène un rayon 
à chaque point de la figure proposée, 
et l'on prend sur ce rayon le point 0' 
conjugué de par rapport à la conique. Ces 
points 0' forment la nouvelle figure. A une 
courbe d^ordre m correspond une courbe 
d'ordre am^ douée de trois points multiples 
(Tordre m : Tun est en A , et les deiu autres 
sont les points de contact des tangentes 
menées à la conique fondamentale par le 
point A (points réels ou imaginaires). 

L*éminent professeur de Tuniversité 
de Londres, qui cite toujours avec une 
précision qu'on ne saurait trop louer les 
points de contact que ses propres travaux 
peuvent avoir avec quelques autres re- 
cherches , constate que M. Bellavitis avait 
déj«i émis Fidée de ce mode de transfur- 
malioii, mais sans aucun dëvelopponionl. 



dans son Mémoire de i838, intitulé: 
Saggio di Geometria derivata (inséré dans 
le tome IV de^ Nuovi Saggi delVAeeade- 
mia di eeienze, lettere ed arti di Padova). 
11 remarque aussi qu'un théorème dé- 
montré dans le Traité des eections coniques, 
dont il sera question dans notre chapitre 1 v, 
offre un exemple de cette transformation , 
savoir : une droite transformée en une co- 
nique. 

Le Mémoire de M. Hirst est un travail 
fort complet, où se trouve, indépendam- 
ment des propriétés générales de ce mode 
de transformation , ce qui se rapporte aux 
tangentes des courbes transformées , aux 
singularités que peuvent présenter ces 
courbes relativement à leurs points nml- 
tiples, puis enfin aux positions particu- 
lières des courbes h Tégard de la conique 
fondamentale. 

(') Journal de Grelle, t. VIII, i83i, 
p. 5 1-63. 

^l M. Schiaparelli a aussi donné les 
formules analytiques de cette transforma- 
tion des figures. (Voir Mémoires de l'Aca- 
démie des sciences de Turin, a* sorie, 
I. XXI, iHCy?., p. 9-37-3 !().) 



168 UAPI'ORT SUH LES PROGRÈS 

ciiaj)ilrc, un Iravaii de M. Transon concernant la nouvelle doctrine 
des iinajjinaires, dont lanteur fait de très-intéressantes applications. 

\Ii. — M. E. Catalan. 

Les travaux de M. Calaian datent de 1887 et sont très-variés. 
Le plus grand nombre et les priucipaui se rapportent aux diffé- 
rentes parties de l'Analyse; toutefois plusieurs touchent par quel- 
([ues côtés à la Géométrie, ou lui sont même exclusivement relatifs. 

i842. Sur les surface» réglées dont taire est mnimum '*>. — Nous avons 
dit ([uc Meusnier avait reconnu que la surface de Yhéliçaide à plan 
directeur^ ou surface de la vis à fileU carrés, satisfaisait à la condi- 
tion d'aire minimum, mais que ce géomètre n avait pas cherché 
s'il en existait d'autres. M. Catalan est le premier qui se soit pro- 
posé la question générale en ces termes : Quelles sont, parmi les 
surfaces réglées ^ celles dont l'aire est minimum? Il démontre quil 
n existe que niéliçoïde à plan directeur. 

t843. Mémoire sur les surfaces gauches à plan directeur ^^\ — M. Catalan 
étudie dans ce travail les propriétés de la surface engendrée par 
une droite qui se meut parallèlement à un plan fixe, et particu- 
lièrement de la surface de la vis à Glets carrés. Entre autres ré- 
sultats importants on remarque l'intégration complète des équations 
des lignes de courbure et des lignes géodésiques de cette dernière 
surface. 

L'auteur traite aussi, sous le litre d'ADDiTioi^, de la ligne de Ion- 
gueur donnée qui renferme une aire maximum sur une surface. Il dé- 
montre le théorème suivant : 

Lorsquune courbe L de longueur donnée reifetme une aire maximum 
sur une surface S, la développable circonscrite à S suivant cette courbe 



I») 



Journal de Mathéinatiqueê , l. Vil, ^* Journal de l' Ecole Polytechnique. 

i8/i9, p. oo.'{-?2ii. XXI x' cahier. i8A3, p. isi-iSA. 
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jouit de la propriété que y si on la développe sur un plan y la courbe L 
devient une circonférence de cercle^^K 

Cette proposition ne diffère pas au fond de celle à laquelle a 
été conduit aussi M. Delaunay, dans le même temps, comme on 
l'a vu précédemment (p. 160). 

Théorème sur les surfaces développables ^^\ — Il s'agit du théorème *^^3. 
suivant, que l'auteur démontre fort simplement : 

Si Ton considère une courbe tracée sur une surface développable y et 
la transformée de cette courbe dans le développement de la surface sur 
un plan, le rapport des rayons de courbure des deux courbes, en deux 
points correspondants, est égal au cosinus de l'angle que le plan oscula- 
teur de la première fait avec le plan tangent à la surface (^l 

Sur les trajectoires orthogonales des sections circulaires d'un ellip- ^^^7- 
«wifcW. — L'intégration de l'équation des trajectoii^es orthogonales 
des sections circulaires de l'ellipsoïde, comprises dans des plans 
parallèles, présentait d'assez grandes difEcultés. M. Catalan parvient 
à les surmonter en s'aidant de certaines considérations géomé- 
triques. Depuis, l'emploi des coordonnées elliptiques a procuré 
une nouvelle solution, due à M. Michael Roberts^^^ 

Note sur la projection stéréographique^^\ — M. Catalan démontre i85/i. 
fort simplement, en se servant des propriétés de la projection 
stéréographique , ce théorème, dû à M. 0. Bonnet ^^^ que les plans 

^'' SCeîner, comme le dit M. Catalan, ^*^ Journal de Mathétnattques , t. XII, 

est parvenu à ce théorème par de» consi- 18^7, p. ASS-Ago. 
dérations parement géométriques. (Voir ^^^ Journal de Mathématiques, t. XV, 

Journal de Mathématiques de M. Liou- i85o, p. s 99. 
ville , t. VI , 1 8 A 1 , p. 1 68. ) ^^^ Journal de Mathématiques de M. Liou- 

^J Cawpf.r«irf. t.XVn,i843,p.738. ville, tXIX, i854,]). i3a-i38. 

'^^ M. Minding était déjà parvenu à ce ^'^ Journal de l* Ecole Polytechnique, 

résultat dans le Journal de Ci-elle, i. XVI . xxxv* cahier, 1 853 . p. 1 30. 
1837, P- 35 1. 



170 UAPPORT SUR LES PROGRÈS 

îiicnés par deux droites conjuguées par rapport à une sphère coupent la 
sphère suivant deux sijstèmes de cercles qui se coupent ortht^onalemeiU ; 
et que ces deux systèmes de cercles orthogonaux sont les seuls qu'on, 
puisse former sur la sphère. 

] 855. Mémoire sur les surfaces dont les rayons de courbure en chaque point 
sont égaux et de signes contraires^^K — Ce Mémoire, préseuté à T Aca- 
démie en décembre i855, et qui avait été précédé de deux Notes 
publiées dans les Comptes rendus de VAcadémie^^^ a paru dans le 
Journal de F École Polytechnique^^K L'auteur donne d'abord à Téqua- 
iion aux différences partielles des surfaces considérées différentes 
formes, la plupart nouvelles « et qui peuvent être diversement 
utiles, suivant les questions spéciales que Ton a en vue. II donne 
ensuite quelques intégrales particulières qui répondent à des sui"- 
faces jouissant de propriétés remarquables. Enfin il traite avec 
étendue le cas général. Ces recherches contiennent des résultats 
divers et intéressants, et des détails qui avaient échappé aux nom- 
breux géomètres qui se sont occupés de la question. Nous devons 
dire toutefois que l'intégrale générale sous forme réelle, ainsi que 
les surfaces minima algébriques^ avaient été antérieurement obte- 
nues par M. 0. Bonnet, dans une Note publiée dans les Comptes 
rendus (^), et que M. Catalan a soin de citer au commencement de son 
Mémoire. 

iH()3. Mémoire sur la théorie des polyèdres ^^K — Ce Mémoire très-étendu 
est un travail d ensemble d'un grand intérêt. La rédaction en est 
soignée et môme élégante. Dans un premier chapitre l'auteur fait 
connaître plusieurs conséquences nouvelles du théorème d'Euler. 
Dans un autre chapitre relatif aux conditions de possibilité des po- 

^'î Comptes rendus de VAcad. t. XLI, '^'' T. XXXVII, i853, p. 53 1.— Voir 

i855, |). ioi(j-ioa3. aussi t. XLI, i855, p. loSy. 

^^^ T. XLI, i855, p. 35-38, ay/i-Qyi). ^^' Jounial de l'École Polytechnique, 

^"^ .\\\ vu' cahier. i85ft, p. 119-iOS. \u' cahier, 1860, p. 1-71. 
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bfèdreSy il démontre plusieurs théorèmes, par exemple que : si l'un 
des angles solides a p arêtes y le polyèdre a au moins (p+ i) faces et 
(p+ i) sommets. De même, ^i Vune des faces a n côtés , le polyèdre a 
au moins (n+ i) sommets et (n+ i) faces. 

Un chapitre a pour objet la construction des polyèdres qui ont un 
nombre d arêtes donné. 

EnGn Tauteur traite des polyèdres semirréguliers. Il nomme po- 
lyèdre semi- relier y soit celui dont les faces sont des polygones régur- 
UerSy et dont les angles polyèdres sont égaux (ou symétriques), soit 
celui dont les faces sont égales et dont les angles polyèdres sont réguliers. 

Cette troisième partie, la plus importante du Mémoire, est ac- 
compagnée de figures d'une exécution difficile, qui a exigé beau- 
coup de sagacité mathématique. Elle contient une classification 
complète des polyèdres semi- réguliers, au nombre desquels se 
trouvent les treize corps dits dArchimèdcy qui ont été le sujet, 
comme on sait, d'un ouvrage de Lidonne, à la suite de sa Table de 
tous les diviseurs des nombres. 

Recherche des lignes de courbure de la surface lieu des points dont i863. 
la somme des distances à deux droites qui se coupent est constante ^^\ — 
M, Catalan a réuni dans ce Mémoire plusieurs recherches particu- 
lières concernant les lignes de courbure des surfaces quelconques, 
l'expression analytique de quelques systèmes triples de surfaces 
orthogonales, les surfaces parallèleSy et les surfaces canaux. Puis, 
abordant la question de la surface lieu des points dont la sonmie des 
distances à deux droites qui se coupent est constante , il prend le cas 
où les deux droites sont rectangulaires; il reconnaît qu alors la sur- 
face fait partie d'un système triple orthogonal, déjà étudié dans un 
des paragraphes précédents du Mémoire : dès lors ses lignes de cour- 

**^ Mémoireê couronnés par l'Académie tion des lignes de courbure de la surface lieu 

de Bruxelles, t. XXXII. jéométrique des points dont la somme des 

L'Acadëiuie avait pro|K)sé, en 1860, distances à deiw droites qui se coupent est 

relie qiicslion : Trouver Vinlégiude de Véqna- nmstantc. 
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bure se trouvent déterminées. M. Catalan observe que M. J. A. Ser- 
ret avait obtenu ce même système par d'autres considérations analy- 
tiques, dans son Mémoire de 1867 sur les suffaces orthogonales (dont 
il sera question ci-après). M. Gombescure y est aussi parvenu dans 
un Mémoire publié en i863 dont nous parlerons ultérieurement. 
Quant à la surface même, considérée isolément, surface du qua- 
trième ordre, dont l'équation se présente immédiatement, et qui 
avait été considérée déjà par M. J. G. Dupain^'^ M. Catalan cite 
et complète la discussion donnée d^une manière luinineuse, par ce 
savant professeur. 

Lorsque les deux droites ne se coupent pas sous un angle droit, 
la recherche des lignes de courbure de la surface parait présenter 
de grandes dilUcultés. 

Nous reviendrons sur ce sujet en parlant des travaux de 
M. Picart, qui, dans le même temps que M. Catalan, s'en est 
aussi occupé, et en a généralisé le point de départ en considé- 
rant deux droites Gxes, non-seulement de direction quelconque, 
mais ne se rencontrant pas. 

XIII. — M. Brassinb. 

18/13. Stir quelques proptnelés des courbes et des surfaces du second degr^^^. 
— M. Brassine considère dans les coniques les rayons vecteurs 
menés des foyers aux extrémités de deux diamètres conjugués, 
et démontre plusieurs propriétés qui s'y rapportent. Ainsi, par 
exemple, que la somme des carrés de ces rayons vecteurs est constante 
pour tous les systèmes de diamètres conjugués. 

Pour les surfaces, il existe un tliéorème analogue : La somme des 
carrés des distunces des deux foyers (Tww section pinncipale aux extré- 
mités de trois demi-diamètres conjugués est constante. Citons encore ce 
théorème : Si, par les extrémités de trois demi-diamètres conjugués, on 

^'^ Nouvelles Amiales de Mathctnaliqves , *' Journal de Mathémaliques , t. VII. 

t. \X, i8rM, p. 57-O3. 18V2, p. i20-ifî5. 
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JaU passer trois sections circulaires parallèles ^ la somme des aires de ces 
trois sections est constante. 

m 

XIV. — M. J. A. Serret. 

Les travaux de M. J. A. Serret sont très- variés; ils traitent de 
questions d'Analyse pure , de Mécanique rationnelle, de Mécanique 
céleste et d'Analyse appliquée à la Géométrie. Cette dernière caté- 
gorie, dont nous avons à nous occuper exclusivement, nous offre 
plusieurs Mémoires concernant la représentation par des arcs de 
courbes algébriques des transcendantes à différentielles algébriques; 
des recherches sur la surface réglée d'aire minima, sur les surfaces 
orthogonales , sur les surfaces dont les lignes de courbure sont planes 
ou sphériques, et enGn sur les courbes à double courbure. 

M. Serret s'est occupé en premier lieu de la représentation des tSAa. 
ifU^ales eulériennes de seconde espèce ^^\ Les courbes qu'il considère 
ont pour équation en coordonnées polaires 

p"»=2"»— icosmw. 

Il démontre que les périmètres de ces courbes peuvent exprimer 
les intégrales de la forme F fA) , w étant un nombre entier. Il in- 
dique en outre quelques autres propriétés, parmi lesquelles nous 
citerons la suivante : La projection du centre de courbure sur le rayon 
vecteur est sur une courbe semblable à la première. 

Quant à la représentation des fonctions elliptiques, Legendre, 
après avoir remarqué que les arcs de la lemniscate de Bernoulli 
donnaient les fonctions elliptiques de la première espèce dans le 

cas où l'angle du module est ~, avait formé l'équation d'une 

courbe du sixième degré, dont les arcs s'expriment par des fonc- 

^*^ Journal de Mathénuitiqupit , l. Vil. p. 1 1 'i-i 19. 
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lions (le première es])èce de module et d*amplitude quelconques, 
mais augmentées d'une quantité algébrique. II désirait, sans oser 
i'espérer, que Ton découvrit d'autres courbes algébriques qui re- 
présentassent aussi les mêmes fonctions de première espèce. 
i8&:{. M. Serret parait être le premier qui ait réalisé le vœu émis par 
Legendre. Dans un premier Mémoire : Sur les fanetions ellipWfm 
de première espèce ^^\ il démontre que la camnoidey ou ellipse de Cas- 
siniy résout à certains égards le problème proposé, en ce sensquo 
toute fonction elliptique de première espèce peut être représentée, 
quels que soient son module et son amplitude, par la somme ou 
la différence de deux arcs de cassmoidt. 

]8/i5. Dans un second Mémoire : Siir la représentation géométrique an 
fonctions elliptiques et ultra^lliptiques^^\ M. Serret a fait connaître une 
infinité de courbes algébriques dont les arcs jouissent de la pro- 
priété d'avoir une différentielle identiquement égale à celle d une 
fonction elliptique de première espèce. Le caractère analytique de 
CCS courbes, qu'il nomme courbes elliptiques y est que leurs coor- 
données rectangulaires sont exprimables en fonction rationnelle de 
l'amplitude de leurs arcs, de sorte que, en d autres termes, ces 
courbes expriment les solutions réelles et rationnelles de l'équa- 
tion dx'-hdy' = Zdz^y où œ, y et Z sont des fonctions rationnelles 
de z. 

crLa réduction des quadratures aux rectifications, considérée en 
fr général, dit M. Liouville dans son rapport sur ce Mémoire, et la 
cr résolution des équations indéterminées dont elle dépend, appar- 
ff tiennent à une branche étendue et difficile de l'Analyse, que l'on 
cr a jusqu'ici à peine effleurée. Le succès que M. Serret vient d'ob- 
rr tenir dans cette matière délicate donnera lieu sans doute à de 

^'^ Comptes rendus, t. XVII, p. 91 4, i8A5. {Comptes rendus, t. XXI, p. 147. 

nvril 1843. — Journal de Mathématiques , — Voir Mémoires des Savants étrangers, 

i. Vin, p. 1 4 5-1 54. t. XI, et Journal de Mathématiques, l. X. 

^' IV»scnté à rAcfldéiiiio le 4 juillel j). aoj-ago.) 
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cr nouvelles tentatives dont la science profitera l*^. •« Effectivement, 
M. Liouville ayant fait la remarque que les résultats de ce beau 
travail étaient susceptibles d'une certaine généralisation, en ce que 
Ton pouvait supposer fractionnaire Tun des paramètres qui entrent 
dans Téquation générale des courbes, bientôt après, M. Serret donna 
à ses premiers résultats toute l'extension qu'ils comportaient ^^l 

Dans un nouveau Mémoire : Sur la théorie géométrique de la lemr- i846. 
niscate et des courbes elliptiques de la première classe ^^\ M. Serret donne 
des définitions géométriques de courbes dont les arcs expriment 
les intégrales elliptiques. Il complète ainsi le vœu que formait Le- 
gendre en créant cette .théorie des fonctions elliptiques, devenue 
l'origine des grands travaux d'Abel, de Jacobi et d'illustres géo- 
mètres nos contemporains actuels. 

Le succès de M. Serret dans ses recherches sur la représenta- 
tion géométrique des fonctions elliptiques l'a engagé à revenir 
en quelque sorte en arrière pour chercher aussi quelles sont les 
courbes algébriques dont les arcs s'expriment par des arcs de 
cercle, question dont Euler s'était longtemps occupé {*'. M. Serret 
remarque que les courbes découvertes par Euler ne sont qu'un cas 
particulier des courbes dont l'arc indéfini s'exprime par un arc de 
cercle et dont les coordonnées sont des fonctions rationnelles de la 
tangente trigonométrique de cet arc. Puis il obtient les solutions 
de l'équation indéterminée 

OÙ K est une constante, et x, y expriment des fonctions rationnelles 
de la variable indépendante z^^K 

<*^ Comptes rendus, t. XXI, p. 383. ^*^ Voir Nouveaux Mémoires de Saint- 

^^ Noie sur ks courbes elliptiques de la Pétershourg, L XI. 

fnmtre classe, {y o\T Journal de Mathitna" ^'^ Mémoire sur les courbes algébriques 

tiques, t. X, iSâS, p. iai-isQ.) dont les arcs s'expriment par des arcs de 

■*^ Journal de Mathématiques, t. XI, cercle, inséré dans le Journal de l'École 

p. 89-95, mars i846. Polytechnique, xwv* cahier, i8o3. 
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1 8â6. Sur la surface réfrlée dont les myons de courbure sont ^aux et iirigk 
en sens contraire^^\ — M. Serret démontre d'abord que Théliçoide 
à plan directeur est la seule surlace réglée à aire minima, ce que 
Ton savait déjà par un travail de M. Catalan; puis, étendant la 
question, il fait connaître toutes les surfaces d*aire minime qui, 
sans être ri^glées, passent par deux droites données, non situées 
dans le même plan. Les équations qui se rapportent à ces surfaces 
renferment une fonction arbitraire, laquelle est seulement assu- 
jettie à la condition d'être périodique. 

«^''7- Dans un Mémoire : Sur les surfaces orihogonales^^\ M. Serret rap- 
pelle que, d'après une remarque de M. Bouquet, une famille de 
surfaces déterminée par une équation où entre un paramètre arbi- 
traire ne peut pas toujours être considérée comme l'une des fa- 
milles d'un système triple de surfaces orthogonales. Il donne une 
nouvelle démonstration de cette proposition; puis il montre que les 
trois équations aux dérivées partielles, auxquelles satisfont les pa- 
ramètres d'un système triple de surfaces orthogonales, peuvent être 
intégrées toutes les fois que l'un des paramètres a l'une ou l'autre 
de deux certaines formes analytiques déterminées. Il parvient ainsi 
à l'expression analytique de plusieurs systèmes de surfaces ortho- 
gonales dont l'équation générale est de la forme 

(p{x)+^{y)+7s{z) = p. 

Depuis la publication de ce Mémoire, plusieurs géomètres se 
sont occupés de la théorie des surfaces orthogonales, et de nou- 
veaux systèmes ont été trouvés. Nous aurons à citer notamment 
sur ce sujet les recherches de MM. Ossian Bonnet, Moutard et 
Darboux. 

1 8/i8. Sur ïinlégraiion de Véquation do? + rfy^ + di^ = ds^^^\ — M. Serret 

'^ Journal de Mathématiques, t. XI, ^*^ Ibid. t. XII, p. a A t- 354. 

p. /iBi-/î5îi. i8/î6. <^) Jhid, l. XIII, p. .353-360. 
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ie propose de trouver les valeurs les plus générales des incon- 
nues Xj y, Zj 8 qui représentent les coordonnées rectangulaires 
8t Tare d'une courbe quelconque, en fonction d'une variable 0, et 
l'exprimer ces valeurs sous forme Gnie, sans aucun signe d'inté- 
gration. L'auteur résout ce problème, que Poisson avait déjà 
traité ^^\ mais seulement lorsque z manque, c'est-à-dire lorsque la 
courbe est plane : il emploie les variables /?, J, w, qui figurent 
dans l'équation z=px+qy—u du plan osculateur. Depuis, dans un 
travail inséré par M. Liouville dans la première Note de Y Analyse 
appliquée à la Géométrie de Monge , M. Serret s'est servi des mêmes 
variables pour la solution de plusieurs questions importantes et 
difficiles, notamment dans la recherche des courbes dont les rayons 
de courbure et de torsion ont un rapport constant. 

Note 9ur une équation aux dérivées partielks^^K — On sait, d'après \ShS. 
le théorème de Gauss, que les surfaces applicables sur une sphère 
jouissent de la propriété que le produit de leurs rayons de cour- 
bure principaux a en chaque point la même valeur : de là résulte 
une équation aux dérivées partielles d'une forme assez simple pour 
les surfaces dont il s'agit. L'intégration de cette équation a résisté 
jusqu'ici aux nombreux efforts des géomètres. M. Serret fait con- 
naître une intégrale singulière contenant une fonction arbitraire, 
et qui correspond à des surfaces réglées imaginaires. A ce titre ce 
résultat pourrait paraître ne pas comporter un intérêt réel au point 
de vue géométrique, mais il doit être considéré comme un premier 
pas vers la solution complète, de la question. 

Mémoire sur quelques formules relatives à la théorie des courbes à 1 85 1 . 
double courbure W. — Les formules dont il s'agit résultent de l'in- 
troduction, dans la théorie des courbes à double courbure, des 



^*^ Correêpondance sur l'École Polytech- t*^ Journ.de Math. t. XIII, p. 36 1-368. 

nîque, t. III, i8i'i, p. aS. i') Ibid. t. XVI, i85i , p. 193-207. 
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<*osinus (les anjrles formes avec trois axes rectangulaires par la tan- 
{|oiite d'une courbe, sa normale principale et l'axe de son plan oscil- 
lateur. M. Serret montre que les différentielles de ces neuf cosinus 
s «expriment très-simplement en fonction de ces mêmes cosinus, de 
la diiïérentielle de Tare et des deux courbures de la courbe. Il sen- 
suit que les différentielles dordre quelconque des coordonnées 
s'expriment aussi en fonction des mêmes éléments et de leurs diffé- 
rentielles. 

Ces considérations permettent, dans les recherches géométri- 
ques, de faire la part des circonstances uniquement dues à la 
position des axes de coordonnées, et de mettre en évidence les 
propriétés inhérentes à la nature de la courbe. 

Diverses applications montrent tout le parti qu on peut tirer de 
ros formules. Nous citerons cette proposition : Le rapport des deu 
courbures iune courbcy en un points est égal au rapport des différeth 
tielles des cosinus des angles ^ue la tangente de la courbe et Taxe de son 
plan osculaleur font avec une droite fxe quelconque. 

Dans ce travail M. Serret s'est rencontré, à son insu, avec un 
savant professeur, M. Frenet, qui avait déjà introduit les mêmes 
considérations dans une thèse présentée à la Faculté de Toulouse* 
dont il sera question ultérieurement (chap. v). 

1 85:). C'est dans un Mémoire sur une classe d'équatiotis différentielles nrnul-^ 
fanées qui se rattachent à la théorie des lignes à double courbure ^^\ qu^ 
M. Serret a fait l'application la plus importante des formules dont 
nous venons de parler. 

Ce travail est composé de deux parties : la première contient 
l'analyse d'une classe d'équations différentielles que Ton rencontre? 
souvent dans les recherches relatives à la théorie des lignes à double 
courbure. Ces équations différentielles avaient été considérées par 
Lagrange dans quelques cas particuliers. M. Serret en fait une 

^'' Cotnpins rendus, !. X\V, p. oo. — Journal dp Mathématiques, I. XVIÏI. iHhl], 

p. 1-^10. 
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étude générale et approfondie; puis il applique ses résultais à 
quelques problèmes nouveaux. Dans la seconde partie, il donne une 
solution directe et plus complète de deux problèmes déjà traités 
dans la première partie, et ayant pour objet de trouver une courbe, 
quand on connaît le lieu des centres de ses sphères osculatrices 
ou de ses cercles osculateurs : c'est ici surtout que Tauteur fait 
usage des formules établies dans son premier Mémoire. 

Mémoire 9ur les surfaces dont toutes les lignes de courbure sont planes i%h^ 
ousphériques^^K — Monge avait considéré divers cas des surfaces 
dont toutes les lignes de courbure sont planes. M. Ossian Bonnet 
est le premier qui soit revenu sur ce genre de recherches'*^', et 
qui ait fait connaître toutes les surfaces dont les lignes de courbure 
sont planes. M. Serret, reprenant cette question à un point de vue 
différent, en a donné une nouvelle solution très-élégante, qui a 
l'avantage, comme l'ont montré presque simultanément l'auteur et 
M. Ossian Bonnet ^^^ de s'appliquer aux surfaces dont toutes les 
lignes de courbure sont sphériques, et à celles dont les lignes de 
courbure sont sphériques dans un système et planes dans l'autre. 

Les recherches de M. Serret, présentées d'abord à l'Académie'*', 
ont ensuite été réunies dans le Mémoire dont nous rendons compte. 
Ce Mémoire est divisé en trois parties. 

Dans la première, l'auteur traite des surfaces dont toutes les 
lignes de courbure sont planes. Il les divise en deux genres, dont 
ie premier est celui que Monge a connu. 

La deuxième partie se rapporte aux surfaces dont les lignes de 
courbure sont planes dans un système et sphériques dans l'autre. 
Ici M. Serret emploie la transformation par rayons vecteurs réci- 
proques. Il distingue les surfaces demandées en trois genres. 

^'^ Joumalde Mathématiques, t. XVIII, ^^^ Comptes rendus, t. XXXVI, p. 3a8 

p. ii3-i6s. cl 389. 

^*' Comptes rendus, t. XXXVI, i853, ^*^ Comptes rendus ^ t. XXXVI, p. qoo, 

p. 81. 91 g. .^•i8, 3()i ot /i3*2. 

fi . 
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La troisième partie traite des surfaces dont toutes les lignes de 
courbure sont sphériques : ces surfaces sont de deux genres. 

M. Serrct est revenu plus tard sur cette théorie dans plusieurs 
communications à TAcadémie. Il a dabord donné une solution du 
problème ayant pour but la détermination des surfaces dont les 
lignes de courbure d*un seul système sont planes (^), problème déjà 
résolu, mais d'une manière plus compliquée, par M. Ossian Bonnet; 
puis il a abordé le problème général des surfaces dont les lignes 
de courbure dun seul système sont sphériques ('', qui n'avait été 
traité par M. Ossian Bonnet que dans deux cas particuliers. 

Ce dernier problème présentait de très -grandes difficultés. 
M. Serret est parvenu à les surmonter en faisant usage des for- 
mules où entrent les cosinus des angles que la tangente à une 
ligne de courbure en un point, la normale principale et Taxe du 
plan osculatcur font avec trois axes coordonnés rectangulaires , for- 
mules établies dans le Mémoire de i85i. 

Nous omettons ici quelques recherches de moindre intérêt, telles 
qu une solution fort simple de la sphère tangente à quatre sphèi'cs 
données'^'. 



XV. — M. PuiSEtX. 

iH4 î. M. Puiseux, si connu dans la science par ses remarquables tra- 
vaux d'Analyse pure et d'Analyse appliquée à la Mécanique céleste, 
où Ton reconnaît l'éminent disciple de Cauchy, s'est aussi occupé 
de Géométrie. Dans une Note intitulée : Problètne de Géométrie^^\ il 
cherche la courbe dont la courbure et la torsion sont constantes; 

^'^ Comptes rendus , t. XLI, 1 855 :S«r bile, p. io5; Sur les surfaces dont les 

les trajectoires orthogonales d'un plan mo^ lignes de l'une des courbures sont sphé- 

bile, p. 1253; t. XLIl : Sur les surfaces riques, p. logel 190. 
dont les lignes de l'une des courbures sont ^*^ Journal de Crelle, t. XXXVII, 18 A8, 

planes, p. 19/1. p. Si-Sy. 

**^ Comptes rendus, t. XLII : Sur les '^ Journal de ^fathcmatiques , t. VI ï. 

trajectoires orthogonales d' u fie sphère mo- p. 65-71. 
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et il trouve que Thélxce tracée sur le cylindre droit à base circulaire est 
la seule courbe qui satisfasse à la question. 

M.Bertrand, comme nous le verrons , a généralisé cette propriété, 
et démontré que Thélice tracée sur un cylindre quelconque est la 
seule ligne pour laquelle le rapport des deux courbures en chaque 
point est constant. M. Puiseux a aussi soumis plus tard cette ques- 
tion générale à son analyse , ce qui avait paru d'abord offrir une 
assez grande difficulté : il Ta fait avec succès (^^ 

Problème sur les développées et les développantes des courbes planes^^K 18/16. 
— Dans ce Mémoire, M. Puiseux s'est proposé de considérer les 
développées des développées, en d'autres termes, les développées 
successives, et de rechercher si une de ces développées peut être 
semblable à la courbe primitive. 

Une analyse simple et élégante le conduit aux équations d'épi- 
cydoîdes et de spirales. 

Dans un très-beau Mémoire sur les courbes tautochrones^^\ M. Pui- ^^*^ 
seux trouve que, dans le cas d'une attraction ou répulsion pro- 
portionnelle à la distance, l'une des spirales considérées dans le 
Mémoire précédent, ainsi que l'épicycloïde déjà remarquée par 
Newton ^^\ satisfait aux conditions du tautochronisme. Cette spirale 
est semblable à sa seconde développée : de sorte qu'en formant les 
développées successives on obtient une série de courbes semblables 
de deux en deux. 

Démonstration du théorème de Gauss^^K — Celte démonstration, 18A8. 
que M. Liouville a insérée dans la nouvelle édition de Y Analyse 
appliquée à la Géométrie de Monge, repose, comme celle de M. Ber- 

P> Voir Journal de Mathématiques, ^*^ J.deMat/i.iAX.iSU.f.S'jj-Sgg, 

t XVI, i85i : Sur la ligne dont les deux ^^^ Ibtd, t. IK, p. liog-liùi. 

eomiureêotU entre elles un rapport constant, ^^' Livre des principes , liv. I, sect. x. 

p. 908-31 1. <'^ Journal de Math. 1. XIII, p. 87. 



182 RAPPORT SUR LES PROGRÈS 

trand, sur révalualiou du périmètre de la courbe que l'on obtient 
en prenant, à partir d'un point fixe de la surface, sur toutes les 
lignes géodésiques issues de ce point, une même longueur inGnimenl 
petite (7. Par des développements en séries habilement employés, 
M. Puiseux obtient pour le périmètre de cette courbe la formule 

d'où résulte le théorème qu'il s'agissait de démontrer. 

i863. Afémoire sur les surfaces orthogonales ^^K — Dans ce travail, 
M. Puiseux établit analytiquement et d'une manière simple les 
beaux théorèmes de MM. Dupin et Lamé. 



XVI.— M. B. Amiot. 

i«Sia. Sur une nouvelle jnéthodc de génération et de discussion des surfam 
du second ordre. — Théorie des focales et des plans directeurs ^^K — 
L'auteur appelle foyer^ dans une surface du second ordre, un 
point auquel correspondent deux certains plans tels, que le carré 
de la distance de chaque point de la surface au foyer est au produit des 
distances du même point aux deux plans fixes ^ dans une raison cons- 
tante. 

Il trouve qu'il existe une infinité de foyers dont le lieu est 
l'ensemble des deux coniques yôcafe* réelles de la surface; et il dé- 
montre plusieurs propositions, dont les principales sont les deux 
suivantes : 

Les sphères décrites d^un foyer ^ comme centre y coupent la surface suir- 
vant des courbes dont les projections ^ sur le plan principal dans lequel est 
le foyer, sont des coniques hofnothétiques qui ont pour centre commun le 
point d'intersection des deux plans qui correspondent aufoyeî\ 

^'^ Journal de Mathématique/t, fà' série, sciences le 36 novembre iSAa; insërd 
t. VIII, i863, p. 335. dans le Journal de Mathématiques, t. VIII, 

^'^ Mf^moirfi présente h TAcadëmie des i8A3, p. 161-Q08. 
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Si V(m coupe un ellipsoïde par un plan perpendiculaire soit au grand 
axe y soit à F axe moyen y il existe sur la focale contenue dans le plan de 
ces deux axes deux points tels , que la somme des rayons vecteurs menés 
de ces points à un point quelconque de la section est constante y et que la 
normale à la surface en ce point est dans le plan des deux rayons et divise 
leur angle en deux également. 

Ce Mémoire important, qui faisait connaître des propriétés nou- 
velles des focales y ces courbes si remarquables dans la théorie des 
surfaces du second ordre, a été le sujet d'un rapport fort étendu 
de M. Cauchy^^^, suivi de diverses observations de MM. Gaucliy, 
Ghasles et Poncelet, et de quelques propriétés nouvelles de ces 
mêmes courbes ^^). 

On doit à M. Amiot une étude intéressante sur la théorie des 186G. 
points singuliers des surfaces algébriques. Ce travail , entrepris pour 
répondre à une question proposée par l'Académie des sciences de 
Belgique, a été couronné par cette Académie dans sa séance du 
i*' août 18/16 w. 

L auteur s'occupe d'abord de ce qu'il nomme les points et les 
lignes iif^lexion partielle ou complète; et, par des considérations fon- 
dées sur l'emploi du paraboloïde osculateur, il parvient à trouver 
les caractères distinctifs de ces premières singularités. Il passe en- 
suite au cas des points et des lignes multiples. Ces points et ces 
lignes multiples comprennent, comme on sait, plusieurs singularités 
distinctes. Ainsi on peut avoir une ligne multiple proprement dite , 
une ligne de rebroussement de première ou de seconde espèce, 
une ligne conjuguée, etc. M. Amiot établit des règles simples, 
propres à chaque cas, en employant la méthode même dont on fait 

^^^ CompUê rendus, t. XVI, i8â3, et 11 10-1 iis; Observations de M. Chas- 

p. 783-798. les, p. 8a 8-833 et iio5-iiio. 

W Compte* rendus, t. XVI : Notes de ^V Mémoires couronnés et Métnoires des 

M. Cancby, p. 798-838 et 885-890; Sav, étrang, publiés par l'Acad, royale des 

Obeenratioos de M. Poncelet, p. 9&7-954 sciences de Bruxelles, t. XXI, 18/iC. 
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conslammeiit usage aujourd'hui dans la théorie des points singu- 
liers des courbes algébriques, méthode donnée pour la première 
fois par Slurm dans son Cours d'Analyse de FËcole Polytechnique. 
Des exemples variés et choisis avec soin expliquent et confirment 
les résultats obtenus dans le Mémoire. 

<8&7. î^oie sur quelques points de la ihéùrie analytique des surfaces ^^\ — 
Cette Note renferme des remarques utiles sur plusieurs points 
délicats de Y Analyse appliquée à la Géométrie de Monge, principale- 
ment sur la surface dont tous les points sont des ombilics, et sur 
la détermination du nombre des lignes de courbure qui passent 
par un ombilic dans une surface quelconque. 

XVn. — M. J. Bbbtband. 

Les travaux de M. Bertrand , qui ont pour objet principal des 
recherches d'Analyse pure, de Mécanique rationnelle et de Phy- 
sique mathématique, s'étendent aussi à certaines questions des 
plus importantes de la théorie des surfaces et des courbes à double 
courbure, que l'auteur considère soit directement dans des Mé- 
moires spéciaux, soit incidemment dans ses Mémoires de Physique 
mathématique. Dans ces recherches, le jeune géomètre semble 
s'être inspiré de l'exemple de M. Dupin : il s'est constamment pro- 
posé de substituer des considérations simples de Géométrie à cer- 
taines méthodes analytiques en usage, et de suivre la même voie 
dans les développements et les recherches nouvelles qu'il avait en 
vue; ce qu'il a fait avec un grand succès. 

i8/i3. Nous citerons en premier lieu le Mémoire intitulé : Dévelopj>e- 
inents sur quelques points de la théorie des surfaces isothermes orthx)go- 
noies f-^ 

^ ' ) Journal de Math. t. XII , p. 1 9 9- 1 3 5 . Iraprimë dans le Journal de Mathématiques, 
<*J Comptes rendus , t. XVII, p. 80. — t. IX, p. iiy-iS/i. 
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On savait, par les travaux de M. Lamé, que les trois classes de 
surfaces orthogonales du second ordre étaient aussi isothermes. 
Cela donnait lieu à cette question : 

A un système de surfaces isotliermes peut-an toujours associer deux 
autres systèmes de surfaces isothermes y orthogonales aux premières et 
entre elles? 

Tel est le problème que M. Bertrand a étudié. Il a trouvé que 
trois systèmes de surfaces orthogonales peuvent ne pas être iso- 
thermes, lors même quun de ces systèmes ou deux le seraient. 

Parmi les propriétés nécessaires des surfaces triplement ortho- 
gonales et isothermes obtenues par Tauteur, nous citerons les sui- 
vantes, qui sont devenues la base de plusieurs autres recherches : 

Si Ton considère sur Tune des surfaces un rectangle quelconque, formé 
par quatre l^nes de courbure, les distances des quatre sommets de ce rec- 
tangle à la surface infiniment voisine forment une prop&i^tion. 

Toute surface susceptible défaire partie d^un triple système de surfaces 
isothermes orthogonales jouit de la propriété de pouvoir être découpée pan* 
ses lignes de courbure en rectangles infiniment petits setnblahles entre eux, 
un rectangle pouvant être pris à volonté. 

Sur une même surface du système triple et pour chaque point d^une 
même ligne de courbure, la distance de la surface à la surface infiniment 
voisine est proportionnelle au rayon de courbure de T autre ligne de cour- 
bure^'l 

Ce beau travail de M. Bertrand, présenté à l'Académie le 
10 juillet 18 63, a été le sujet dun rapport de MM. Lamé et 
Liouville t^). 



^'^ M. Bertraïul a fait depuis an usage 
très-heureux de ces considérations g<k>më- 
triques dans un Mémoire sur la théorie des 
pkénomhuê eapiUaires (Journal de Mathé- 
matiques, t. VIII, i8à8, p. 1 85-3 08), et 
dans un Mémoire sur les simplifications que 
peuceni apporter les changements de coor-- 
données dans les questions relatives au mou- 



vement de la chaleur, dont nous aurons h 
parier plus loin. 

^*^ Comptes rendus, t. XVII, p. 80. 

Nous empruntons ie passage suivant 
du rapport de M. Liouville : 

ffM. Bertrand a débuté bien jeune en- 
ffcore par des recherches fort remarqua- 
ttbles sur la théorie mathématique de VéUc- 
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i8/i3. Déinonsiralimi de quelques théorèmes sur les surfaces orthogonakt^^l 
— Dans ce Mémoire, qui a suivi de près le précédent, M. Bertrand 
a eu en vue principalement de donner des démonstrations géomé- 



fttncité^*\ en prouvant le premier, d'une 
«r manière à ]a fois gënëraie et simple : 
iri" que l'absence d*ëlectricit<$ statique 
rrdans rintërieur des corps conducteurs 
«rest une conséquence nëccssaire de la loi 
ffdu carré des distances; a* que Tépais- 
rrseur de la couche en équilibre h la sur- 
rrface doit être nulle aux points où deux 
rr corps conducteurs se touchent. Il a de- 
irpuis publié divers travaux de Mécanique 
fret d'Analyse pure. Au mérite d'avoir ré- 
rrsolu avec sagacité les questions dont il 
ff s'est occupé, il a su joindre celui de bien 
rr choisir ces questions elles-mêmes. C'est 
rrla marque d'un excellent esprit. » 

M. Bertrand était encore élèveà FÉcole 
Polytechnique, lorsqu'il a publié ses re- 
cherches sur la Théorie mathématique de 
Velectricilé, dont M. Liouville cite ici les 
principaux résultats. Par une coïncidence 
fortuite, et qui ne peut se présenter que 
bien rarement, le rapport qui se lit à la 
suite de celui-là, dans le volume des 
Comptes rendus de V Académie, concerne 
un autre jeune ^lève de première année 
de l'École Polytechnique, M. Hermite; et 
le rapporteur est encore M. Liouville. 
Qu'on nous permette de dire ici le sujet 
de ce travail. Abel et Jacobi avaient eflec- 
tué la multiplication des arguments dans les 
transcendantes ultra-elliptiques, et prouvé 
que la division dépend d'un systètne d'équa- 
tions algébriques simultanées. C'est la ré- 
solution générale de ces équations qui 



fait l'objet du Mémoire de M. Hermite. 
Voici le passage final du rapport sur ce 
Mémoire éminemment remarquable : vEd 
rr résumé, ce que Ton savait faire ponrlei 
rréquations h une senk nêemume de b 
fr théorie des fonctioiis dliptiqoes, M.He^ 
(rmite est parvenu à Teffeetuer aussi poor 
(ries équations à pUsieurs ineomnut, à 
(T l'aide desquelles on divise tes foDCtkns 
rrabéliennes produites par Fint^ntioD 
(rde radicaux carrés quelconques^^.» 

Le jeune élève de l'École PolytechDi(|ue 
avait adressé son travail à M. Jacobi, qui 
lui avait répondu aussitôt : «Vous voos 
frètes ouvert, par la découverte de cette 
ttdivision, un vaste champ de recherches 
eret de découvertes nouvelles, qui dou- 
er neront un grand essor à Tart analy- 
<T tique ^".» 

Les travaux de M. Hermite se rappor- 
tent tous À l'Analyse pure, et particuliè- 
rement à cette partie cultivée avec tant 
de succès h l'étranger, sur les traces d'Abel 
et de Jacobi : nous aurons donc le regret, 
et ce sera notre excuse pour cette courte 
digression, de ne pas trouver l'occasion 
de rattacher h notre rapport actuel quel- 
ques-unes des découvertes si profondes de 
cet éminent géomètre. 

^^) Présenté à l'Académie en novembre 
i8à3. (Voir Comptes rendus, t XVU, 
p. 11 36.) — Inséré dans le Journal de 
r École Polytechnique, ixix* cahier, p. 167- 
173. 



<*' Voir Journal de Maihématiqym , t. IV, 1839, p. &g5. — '^^ Compte» rendus de l'Académie, t. Vit, 
p. 995. — <*'' Voir Comptée rendut de l'Académie, i, VII, p. 89. 
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trigaes simples des belles propriétés relatives aux courbures des 
mfûm orthogofiales conjuguées ^ auxquelles M. Lamé était parvenu, 
parfemploi de TAnalyse, dans son Mémoire sur \^s coordonnées cur^ 

M. Bertrand, après avoir obtenu les résultats de M. Lamé, en 
élimine les divers rayons de courbure, pour leur substituer les 
côtés infiniment petits des parallélipipèdes rectangles formés par 
les intersections des surfaces; ce qui introduit un nouveau point de 
vue dans ces recherches, et conduit à plusieurs conséquences qui 
ont été suivies et développées par M. Ossian Bonnet. 

En considérant en particulier les surfaces orthogonales qui sont 
isothermes, ce qui est le cas des surfaces du second ordre homo- 
focales, Fauteur parvient à une relation nouvelle fort importante 
entre les rapports des deux rayons de courbure des trois surfaces 
considérées deux à deux. Enfin M. Bertrand démontre ce théorème, 
dont on n'avait pas encore de démonstration rigoureuse, que : Les 
seul» surfaces dont une des courbures est nulle sont applicables sur un 
plm, sans aliération des aires ni des longueurs. 

M. Bertrand s'est occupé à plusieurs reprises de la théorie gé- 18/4.J, 
nérale des surfaces. Dans un premier Mémoire, présenté à l'Aca- 
démie en décembre 1 843 ^^s il a fait connaître une méthode nouvelle 
et très-remarquable pour établir les propriétés relatives à la cour- 
bure. Il prend comme point de départ la condition nécessaire pour 
^e des droites menées par chaque point de l'espace suivant une loi 
donnée soient normales à une surface. Cette condition, interprétée 
géométriquement, conduit M. Bertrand au théorème suivant, qui a 
pris de l'importance dans les travaux de plusieurs géomètres : 

Siy en un point quelconque A d'une surface , on mène la normale AZ , 
fw que y sur deux lignes rectangulaires menées sur la surface par le ^ 
fmi A , antenne deux éléments infiniment petits AB , AC de même Ion- 

''^ioiini.(feAfart.t.V,i8&o,p.3i3-3/Î7. Journal de MatliématiqueB , t. IX, 18A6, 
'' Comptefreniiit^ l. XVII,p. 1377. — p. ]33-i55. 



188 RAPPORT SLR LES PROGRÈS 

gueuvy la normale au point B fera avec le plan ZAB un angle ^l à 
celui que la normale au point G fera avec le plan ZAG : en aulrCy ks 
deux normales seront toutes detuc dans Tintériewr de T angle dièdre ia 
deux plans ZAB , Z AG , ou toutes deux en dehors de cet angle. 

M. Bertrand donne Texpression de Tangle que la normale au 
point B fait avec le plan ZAB. Soit i cet angle; a, Fangle que Téié- 
ment AB fait avec Tune des deux lignes de courbure en A, et R,n 
les deux rayons de courbure de ces lignes, on a l'expression 

A Faide de cette expression et du théorème précédent, fauteur 
démontre avec une grande facilité Texistence des lignes de courbure, 
le théorème d'Euler sur les rayons de courbure des sections nor- 
males en un point, le beau théorème de M. Dupîn sur les surfaces 
orthogonales, le théorème de Malus, généralisé par M. Dupin. Il 
parvient aussi géométriquement à des formules ansdogues à celles 
de Slurm dans la théorie des rayons réfractés, et il conclut de ces 
considérations que la loi de la réfraction de Descartes est la seule 
qui donne lieu aux théorèmes de M. Dupin. 

18/17. Dans une Note sur la théorie des normales à une même surface^^\ 
M. Bertrand a généralisé le théorème cité plus haut, en établissant 
une relation entre les positions de deux normales menées aux extré- 
mités de deux arcs inGniment petits et égaux, tracés sur la surface 
à partir du point A, et faisant entre eux un angle quelconque 
donné. Gette relation est 

|±|r = - tang e. 
Pour 6 = 90", on a ^ = — ^', ce qui est le théorème ci-dessus. 

18^8. Dans un autre travail, intitulé : Démonstration géométrique de 

^'^ Journal de Mathématiques , l. XII, p. 3A3-346. 
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quelques théorèmes relatifs à la théaiie des surfaces^^\ M. Bertrand s'est 
proposé de donner des démonstrations purement géométriques de 
plusieurs propositions qui avaient toujours été démontrées analy- 
liquement , telles que celles-ci : 

I. Si Vun des deux rayons de courbure d^une surface en chaque point 
est constant f cette surface appartient à la famille des surfaces canaux y 
e'est-àrdire quelle est Venvehppe des positions d'une sphère de rayon 
constant dont le centre décrit une certaine courbe. 

II. Si Vune des séries de lignes de courbure d^une surface est formée de 
courbes planes situées dans des plans parallèles y les lignes de l'autre série 
sont paiement planes. Les lignes de courbure de la première série , pro- 
jetées sur le plan de Tune d^ elles ^ donnent des courbes ayant même déve- 
loppée. La surface peut être engendrée par une courbe défigure inva- 
riable dont le plan tournera autour de la surface d^un cylindre auquel il 
restera constamment tardent. 

Note sur le problème des tautochrones '^^. — Sur un cas remarquable iSây. 
de tatitochronisme^^K — Le problème des tautochrones est peut-être 
la question particulière de Mécanique qui a le plus occupé les 
géomètres. Huygens, Newton, Hermann, Jean Bernoulli, Ëuler, 
Fontaine, Lagrange, d'Alembert, en ont successivement donné des 
solutions. Fontaine et Lagrange avaient pensé même en avoir 
obtenu tous deux une solution définitive. 

M. Bertrand a repris la solution de Lagrange, en donnant de 
sa formule une démonstration plus simple, qui met en évidence 
les cas auxquels elle s'applique et les restrictions qu'elle laisse 
subsister. 

M. Bertrand suppose que la résistance ne soit plus fonction de 
la vitesse, mais soit proportionnelle à la pression suivant la loi du 



^'^ Journ. de Math, t. XIII, p. 73-79. ^'^ Journal de Mathématiques, t. XIIÎ. 

** Ibid, t. XII, 18/17, P- 1*^1-128. [). ri.*^i-a3Q. 
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frottement d'AinonloDS et de Coulomb. La cycloide conserve dans 
ce cas sa propriété de tautochronisme ^^K 

18&8. ^' Puiscux avait démontré d*une manière fort élégante, mais 
analytique ^^\ que la courbe dont les deux courbures sont constantes 
est rhélice tracée sur le cylindre de révolution; M. Bertrand donna 
de ce théorème une démonstration purement géométrique dune 
simplicité parfaite, qui le conduisit en outre à ce théorème plas 
général : Les hélices tracées sur un cylindre quelconque sont les seules 
courbes dont les deux courbures ont un rapport constant ^^\ M. Serrct, 
comme on l'a vu précédemment, et un peu plus tard M. Puiseux 
lui-même, ont réussi à embrasser les deux théorèmes dans une 
même analyse. 



848. M. Bertrand a donné du théorème de Gauss sur la courbure 
d'une surface en un point une démonstration fort simple, en éta- 
blissant géométriquement la formule 



(7= 5!7r« — 






(7 est le périmètre de la courbe décrite sur une surface par Texlré- 
mité d'un fil de longueur infiniment petite x, qui tourne autour du 
point de la surface, et R, Ri sont les deux rayons de courbure 
principaux de la surface W . 



^'^ Ce travail de M. Bertrand a éié Toc- 
casion d'une Note intéressante de M. Brios- 
chi, dans laquelle Thabile géomètre géné- 
ralise la formule de Lagrangc et fait 
connaître une expression de la force 
qui comprend tous les résultais obtenus 
jusqu'ici dans cette célèbre question. 
(Voir Sulie Kiiee tautocrone, dans les i4n- 
nali de Tortolini, t. III, iSSa, p. 36a- 
370.) 

^*^ Journal de Mathématiques, t. VIL 
iShû, p. ()f). 



(^^ Journal de MaAématiques , t. XIIL 
p. /laS. 

^*) Journal de Mathématiques, U XIU, 
p. 80. — On a vu précédemment que 
M. Puiseux est parvenu à cette même 
formule analy tiquement. Ces deux démons- 
trations dilTércnles de iM . Bertrand et de 
M. Puiscux ont paru ensemble dans le 
même cahier du Journal de Mathématiques. 
M.Liouville Ips a reproduites toutes deux 
dans une des Notes dont il a enrichi la 
nouvelle édition de Touvrnge de Monge. 
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a se conservant quand on déforme la surface, le produit RR, 
doit rester le même aussi; ce qui est le théorème de Gauss. 

A la suite de cette démonstration, M. Rertrand fait coiinaitre une 
Hôte de M. Diguet, alors élève de l'Ecole Normale, où l'on trouve 
ïexpression de l'aire comprise dans le contour er, savoir : 



X=7r«^- '^'^ 



De cette expression se conclut aussi le théorème de Gauss. 

^ote sur la théorie des polyèdres réguliers ^^K — M. Rertrand re- ,8/i8. 
vient sur cette proposition, démontrée par Cauchy, qu'il n existe 
que les quatre polyèdres d'espèce supérieure décrits par Poinsot. 
La démonstration deTillustre géomètre, quoique rigoureuse, oITrait 
des difficultés en exigeant la vue de modèles en relief, notamment 
du dodécaèdre et de Ticosaèdre de première espèce. M. Rertrand 
donne une démonstration incomparablement plus facile, qu'il fait 
dériver d'une proposition importante, savoir, que : Les smnmets d^un 
fohiidre régulier étoile^ d^espèce quelconque, sont aussi les sommets d!un 
JohjHre r^ulier convexe. 

Mémoire sur les simplifications que peuvent apporter les changements 18^9. 
^ mrdonnées dans les quantités relatives au mouvement de la chaleur ^^K 
^Dans ce Mémoire, M. Rertrand s'est proposé ces deux questions : 

1® Quels sont les systèmes de surfaces qui jouissent de la propriété de 
*^ter isothermes pendant toute la durée du refroidissement d'un corps ^ 
pourvu quelles le soient au commencement? 

2® Quels sont les systètnes de lignes qui jouissent de la propriété de 
^er isothermes pendant toute la durée du refroidissement d'un corps ^ 
pourvu quelles le soient au commencement ? 

II prouve que la première condition ne peut être remplie que si 

^'^ Confies rendus, t. XLVI, p. 79- 1 8 liS. {Comptes rendus, LW\ II, f.bïyj.) 
85. Insëre^ dans le Journal de Mathématiques , 

'^ Prëspiilë à rAcadémie on novemlire l. \IV. p. 1-90. 
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les surfaces isothermes sont des sphères ou des cylindres; et que 
la seconde exige que les lignes isothermes soient des cercles ou des 
hélices. 

Les équations qu'il faut intégrer pour déterminer les lois da 
mouvement de la chaleur dans un corps de forme quelconque con- 
tiennent quatre variables indépendantes, le temps et les trois coor- 
données qui servent à Gxer la position d'un point. Lorsque Ion con- 
naît a prioriles surfaces isothermes, ces trois coordonnées peuvent 
être remplacées par un seul paramètre, comme Ta fait M. Lamé'''; 
ce qui simplifie notablement le problème. 

Dès lors les deux questions traitées par M. Bertrand prennent, 
au point de vue analytique, les énoncés suivants : 

1® Dans quel cas est-il possible de ramener Téquation du mou- 
vement de la chaleur à ne contenir que deux variables indépen- 
dantes, le temps et un seul paramètre relatif à la position du point. 
considéré ? 

â® Dans quel cas est-il possible de ramener Téquation du mou- 
vement de la chaleur à ne contenir que trois variables indépen- 
dantes, le temps et deux paramètres relatifs à la position du point 
considéré ? 

Ce Mémoire de Physique mathématique renferme quelques 
résultats qui rentrent essentiellement dans le domaine de la Géo- 
métrie; telles sont les propositions suivantes : 

Toutes Us lignes isothe^^mes permanentes sont situées sur une série de 
surfaces gauches ayant des hélices pour lignes de strictùmy et elles sont sur 
chacune de ces surfaces les trajectoires orthogonales des génératrices. 

Le cône dont la courbure est constante le long d^une métne ligne de cour- 
bure est le cône de révolution. 

Ménoire sur les courbes à double courbure (*l — Les normales à 

^'^ Journal de Mathématiques , t. II, et iS^o. {Comptes rendus, t. XXXI, p. 693.) 
recueil des Savants étrangers, t. V. Iiisi^ré dans le Journal de Mathématiques, 

^*^ Présente a rAcodémie le 1 8 octobre t. XV. p. 33îj-35o. 
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une surface jouissent de propriétés générales indépendantes de la 
surface particulière que Ton considère. Ces propriétés constituent 
une partie importante de la théorie des surfaces. M. Bertrand se 
propose de recherclier les propriétés générales et caractéristiques 
des normales prtv^npaks des courbes à double courbure, c'est-à- 
dire des normales comprises dans les plans osculateurs. 

Ces normales principales forment une surface g-ai/rAf?. Mais, une 
surface gauche quelconque étant donnée, il n'est pas toujours vrai 
que ses génératrices soient les normales principales d'une courbe 
tracée sur la surface. 

M. Bertrand trouve que , sous ce point de vue , les surfaces gauches 
peuvent être partagées en quatre classes : 

1® Les surfaces dont les génératrices ne sont les normales prin- 
cipales d'aucune courbe ; 

2° Les surfaces qui ont pour génératrices les normales princi- 
pales d'une seule courbe ; 

3° Les surfaces dont les génératrices sont à la fois normales 
principales de deux courbes distinctes ; 

4® Knfin , les surfaces dont les génératrices sont normales prin- 
cipales d'un nombre infini de courbes distinctes. 

Une surface gauche étant donnée, M. Bertrand fait connaître les 
caractères qui servent à déterminer la classe à laquelle elle appar- 
tient. 

Parmi les résultats particulière renfermés dans ces importantes 
recherches, nous citerons les suivants : 

Le« normales principales d'une courbe ne peuvent jamais former une 
surface du second ordre. 

Lorsque les normales principales d'une courbe son* en même temps les 
normales principales de deujc autres courbes, elks sont les normales prin-- 
cipales d'une infinité de courbes. Toutes ces courbes sont des hélices tracées 
sur des cylindres concentriques , et leurs normales principales cmnmunes 
sont les génératrices d!un héliçoîde à plan directeur. 

Pour que les normales principales d'une courbe soient en min 
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les normales principales (Tune autre courbe ^ il faut et il $uJU quU 
existe entre les deux courbures de la première courbe uns relation U^ 
néaire, 

M. Bertrand trouve, pour cette relation, 

p et R étant les rayons de première et de seconde courbure de la 
courbe; a, la distance du point de la courbe au point correspondant 
de Tautre courbe, distance qui est constante, et G, une autre cons- 
tante. 

Si la constante G est nulle , la relation se réduit à p = a. 

Ainsi, lorsque le rayon de première courbure d^une courbe a une 
longueur constante en chaque point, il existe sur la surf ace formée par 
ces rayons de courbure une seconde courbe dont ils sont aussi les nor- 
males principales ; et cette seconde courbe est le lieu des centres de cour- 
bure de la première. 

Cette seconde proposition, comme le dit M. Bertrand, avait déjà 
été remarquée par M. Bouquet. 

Dans le cas général où l'on a l'équation — ^=i,M. Bertrand 

établit deux relations entre les rayons de courbure des deux courbes 
en deux points correspondants et la distance a de ces points. Ges 
relations permettent de calculer les deux rayons de courbure de 
l'une des courbes en fonction des rayons de courbure de l'autre. 

Lorsque G=o, et par conséquent p = a, on a, pour les deux 
rayons de courbure pi. Ri de la seconde, 

n a» (1) 

Pi=— «, "i~û • 

^'^ Plusieurs des propositions princi- courbure, dans iequel l'auteur s'est pro- 

poles traitées analytiquement par M. Ber- posé de démontrer ces propositions par 

trand ont donné lieu à un Mémoire de de simples considérations géométriques. 

M. Curtis, intitulé : Sur la surface lieu des {Journal de Mathématiques, a* série, t. I, 

normales principales d'une cowbe à double i856,p. aoS-asg.) 
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M. Bertrand a souvent appliqué à des recherches de Mécanique 
ou de Physique mathématique les théories et les méthodes de la 
Géométrie des surfaces. Le Mémoire de iSig sur le mouvement 
de la chaleur, dont il a été question ci-dessus, en est un exemple. 
Nous citerons encore un travail fort important : Sur les intégrales ^^•^^• 
communes à plusieurs problèmes de Mécariique ^^\ dans lequel plusieurs 
théorèmes appartiennent, par leur énoncé comme par la forme de 
leur démonstration, à la théorie des surfaces applicables l'une sur 
Tautre. On y trouve en particulier ce théorème remarquable : Les 
surfaces applicables sur les surfaces de révolution sont les seules stir les- 
quelles deux points mobiles sollicités par des forces différentes puissent 
avoir une intégrale commune indépendante du temps, pour les équations 
différentielles de leur mouvement. 

Dans une Note sur la surface des ondes, M. Bertrand démontre i8«^8. 
fort simplement un théorème relatif aux lignes de courbure d'une 
surface quelconque, savoir : Si une ligne de courbure est telle, que 
les plans tangents aux points de cette ligne soient équidistants d'un 
point 0, cette ligne est située sur une sphère décrite du point comme 
centre ^\ 

XVIII. — M. MOLLNS. 

M. Molins, professeur à la Faculté des sciences de Toulouse, a t8'i3. 
publié plusieurs recherches sur la théorie des lignes à double cour- 
bure. Ces recherches ont pour point de départ les beaux résultats 
obtenus par Lancret dans les deux Mémoires insérés aux tomes I 
et II du Recueil des Savants étrangers, de l'Institut. 

Un premier travail est intitulé : Sur les trajectoires qui coupent 
souê un angle donné les tangentes à une courbe à double courbure '''. 
Lancret avait étudié les surfaces développables passîint par une 
courbe donnée, et dont les génératrices coupent cette courbe sous 

<»> Journal de Math. t. XVII , 1862, cad. t. XLVII , 1 858 , p. 8 1 7. — «'> Joum, 
p. iai-174. — ''^ Comptes rendus dcl'A- de Math. i. VIÎÎ , i8/i3, p. i39-iA/i. 

i3. 



196 HAPPORT SUR LES PROGRÈS 

un angle constant. C'est, comme on voit, le problème inverse que 
M. Molins s<l ])i*opose. Il montre que la solution de ce problème 
peut être ramenée aux quadratures, tandis que la question traitée 
par Lancret dépend de la résolution d'une équation diiTérentielle 
qui n'est pas inlégrable. 

*8^*3. l'ii second travail beaucoup plus important et ayant pour titre : 
De la détorminatiou , nom fot*me vHéffrabkf des équations des développées 
des courbes à double courbure ^^\ contient une méthode nouvelle pour 
la dél(»rniination en fermes finis des développées des courbes gau- 
ches. C'est à Monge que l'on doit la considération des développées 
des courbes gauches. L'illustre auteur avait donné l'équation diffé- 
rontielle de ces lignes, mais sans effectuer l'intégration. Lancret 
détermina, le premier, les équations en termes finis des déveloj)- 
j)ées, par une méthode très-compliquée, basée sur la considération 
du plan rectifiant. M. Molinsparvient à des équations équivalentes à 
celles de Lancret, par une méthode géométrique élégante et simple. 
Son Mémoire renferme en outre plusieurs relations nouvelles entre 
les éléments des lignes à double courbure. Nous citerons celles-ci : 
Le rapport de la différence de deux rayons de courbure consécutifs ^ à 
Fangle de torsion , est égal à la distance du centre de courbure sphérique 
au plan osculnteur, — L'angle que la tangente à la courbe lieu des centres 
des cercles osculateurs fait avec le rayon du c^cle osculateur est le com- 
plément de V angle que ce rayon fait avec le rayon de courbure sphérique. 

iSiy. Dans une J\ote sur les courbes dont les plans osculateurs font un 
angle constant avec une surface développable sur laquelle elles sont tra^ 
cées'^^\ M. Molins se propose de compléter les recherches qui font le 
sujet de son premier travail, en étudiant les propriétés des courbes 
tracées sur une surface développable dont les plans osculateurs 
coupent la surface sous un angle constant. Il montre, en s'aidant 

^'^ Journal do Mnthf'mtitif/iwSj t. VHI, ^*' Journal de Mathématiques, t. XII, 

p. 379-390. 18^17. p. 394-/109. 
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de considérations géométriques, que la solution de celte nouvelle 
question peut encore se ramener aux (juadralures. 

Après un intervalle de quelques années, M. Molins a repris ses 
études sur la théorie des lignes courbes, et a publié divers articles 
intéressants dont voici les titres : 

De lu surface développable passant par une courbe donnée quelconque , i85G. 
et qui y par son dà^elappement , transformerait cette courbe en un arc de 
cercle de rayon donné ^^\ 

Sur les lignes de courbure et les lignes géodesiques des surfaces dé- 1809. 
velappables dont les génératrices sont parallèles à celles d'une surface 
r^lée quelconque ^^\ 

XIX. — M. De Saint- Venant. 

La plupart des travaux de M. de Saint-Venant se rapportent à la 
Mécanique analytique, principalement à la partie de cette science 
où Ton a à considérer la structure, la cohésion, l'élasticité des corps, 
et qui exige, comme on le sait, toutes les ressources de l'Analyse 
la plus avancée. 

Les recherches de l'auteur sur l'équilibre des verges élastiques 18/16. 
l'ont conduit à s'occuper d'une manière approfondie de toutes les 
questions relatives à la théorie des courbes à double courbure, ce 
qu'il a fait dans un Mémoire fort important, intitulé : 5m/' les lignes 
courbes non planes y présenté à l'Académie en septembre \%kk^^\ et 
publié dans le Journal de V Ecole Polytechnique (^^. 

Le travail dont il s'agit comprend trois parties distinctes. La pre- 
mière est consacrée à la démonstration des formules fondamentales 
relatives aux deux courbures, à la direction de la normale principale 
(normale située dans le plan osculateur) et à la direction de l'axe 
du pian osculateur, nommé ici binonnale. M. de Saint-Venant établit 

^'^ Journal de Mathématiques, û* série, ^^^ Comptes vemlus des séances de VAca- 

1. 1, i856, p. a65-â8G. demie, l. XI\, p. 5A7-555. 

*' Ibid. a'sër. t. IV, 1809, p. 'ôk-j-'Mjô. ^ wv' cnliior. 1 S'if). 



198 KAPPOKT SUK LES PROGRÈS 

ces premières formules par une méthode nouvelle, fondée sur la 
considération des projections, soit de lignes, soit d'aires construites 
sur les rliMiicnts successifs des courbes : considération féconde, que 
1 autour emploie constamment dans la suite du Mémoire, et dont 
M. Clieliui s'est servi depuis avec succès dans plusieurs recherches 
concernant les lignes el les surfaces ^*^. 

Dans la deuxième partie, M. de Saint-Venant déduit analyti- 
quement des formules de la première, d'abord les résultats de 
Monge (*l de Lancret, relatifs à l'angle de deux normales princi- 
pales infiniment voisines, à la droite et à la surface rectiCante, à la 
surface polaire, à la sphère osculatrice; puis un grand nombre de 
résultats nouveaux. Nous citerons : des expressions simples du rayon 
et des coordonnées du centre de la sphère osculalnce ; les expres- 
sions de l'élément de l'arc el des deux courbures, de l'arête de 
rebroussement de la surface rectifiante, de la développée par le 
plan, et du lieu des centres de courbure; l'expression de la distance 
de deux normales principales infiniment voisines; la détermination 
du point où chacune de ces normales rencontre leur perpendicu- 
laire connjume, etc. Les calculs se présentent d'abord dans ces dif- 
férentes questions avec une grande complication: mais M. de Saint- 
Venant parvient à lever toutes les difficultés en employant certains 
types de réduction dont il donne le tableau détaillé dans une Note 
annexée au Mémoire. Ce tableau sera toujours très-utilement con- 
sulté par les jeunes géomètres qui voudront étudier la théorie 
analyti(jue des courbes gauches. 

La troisième partie enfin contient des démonstrations géomé- 
triques directes de tous les résultats fournis par le calcul. M. de 
Saint-Venant a montré dans cette partie de son travail qu'il savait 
se servir avec une rare liabileté des méthodes si délicates delà Géo- 
métrie infinitésimale. 

En terminant son remarquable et important travail, entrepris, 
comme nous l'avons dit, en vue de certaines questions de Méca- 

^ ' ^ Haccolta scien tifica . i S /i 9 . 



DE LA GÉOMÉTRIE. 199 

nique analytique, M. de Saint-Venant ajoute que, ne prévoyant 
pas qu'ii puisse continuer des recherches sur ce sujet, il croit de- 
voir signaler, entre autres, les questions suivantes aux géomètres 
qui s'occupent de la théorie des surfaces réglées : 

1 ^ Sur la surface gauche formée par l ensemble des rayom de cour- 
hure dune courbe donnée , peut-on tracer une seconde courbe dont les gé- 
fiératrices de la surface soient au^ssi les rayons de courbure ? 

2® Toute surface réglée peut-elle y pourvu quelle ne soit pas dôvelop- 
pable, être considérée comme formée par re7isemble des rayons de courbure 
dune certaine courbe ? Et s'il n'y a que certaines surfaces gauches qui 
jouissent de cette propriété ^ quels sont leurs autres caractères distinctifs ? 

3® Quelles sont les surfaces réglées dont la gorge fait un angle cons- 
tant avec les génératrices? Quelles sont celles dont la gorge est une ligne 
droite oblique aux génératrices? etc. 

Ces questions peuvent offrir un premier germe de la classification 
des surfaces réglées, qui est le sujet du très -beau Mémoire de 
M. Bertrand dont il a été question pr.écédemment. 

Le travail de M. de Saint- Venant est suivi de deux Notes éten- 
dues. La première, qui traite des particularités relatives à la nomen- 
clature des courbes non planes en Géométrie et en Mécanique, 
renferme quelques notions historiques intéressantes ; et la seconde 
offre un ensemble de formules de transformation et de réduction 
de calculs relatifs à la théorie des courbes non planes, qu'il sera 
souvent utile de consulter. 

XX. — M. OssiAN Bonnet. 

Quelques-uns des travaux de M. Ossian Bonnet ont trait à l'Al- 
gèbre, à l'Analyse infinitésimale, notamment à la théorie générale 
des séries, à la Mécanique rationnelle et à la Physique mathéma- 
tique. Mais le plus grand nombre se rappoi'tent à la Géométrie, et 
ont pour objet l'étude des importantes théories créées par Monge 
et par Gauss, dans \ Analyse appliquée à la Géométrie, et dans les 
Disquisitiones générales cirra superficies rurras. 
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S/id. PropHétcH fréométriques et mécaniques de qwlqiies courbes remarqua- 
bles ^^K — Dans ce Mémoire, M. Ossian Bonnet résout d'abord le 
problème suivant : 

Ktimt donnée une chaîne parfaitement Jlexible et liomogèney d^inégak 
épaisseur^ dont tons les éléments sont soumis à Vactiùu de forces centrales 
inversement proportionnelles à la distance y trouver la loi suivant laquelle 
doit varier Vépaisseur en chaque points et la courbe que doit affecter la 
chaîne dans Vétat d'équilibre , pour que dans cet état la tension varie d^un 
point à Vautre proportionnellement à Vépaisseur^ ou que la chaîne pré- 
sente partout égale ch^ince de mpture. 

II trouve que les courbos satisfaisant à la question ont pour équa- 
tion en coordonnées ])olaires 



1 dtza 



[i] r^=*="cos(i±n) {e-eo) = r 

Ce sont, comme le dit M. 0. Bonnet, les courbes remarquables 
que M. Serret a considérées et dont les arcs représentent dans 
beaucoup de cas les intégrales eulériennes de seconde espèce. Ces 
courbes renferment comme cas parliculiei^ le cercle, l'hyperbole 
équilalère, la lemniscate, etc. 

M. 0. Bonnet cherche ensuite d'autres courbes d'après des con- 
ditions qui ne sont que des généralisations de certaines propriétés 
delà cydoïde, et il montre que les courbes obtenues peuvent s'en- 
gendrer en faisant rouler sur une droite les courbes représentées 
par Téquation [ij. 

i8/i/i. ]\'ote sur un théorème de Mécanique'^K — Le théorème dont il s'agit 
s'énonce ainsi : Si plusieurs masses m, m', m'',. . . respectivement sou- 
mises à V action des forces F, F', F',. . . et partant toutes d'un nwtne 
point A avec des vitesses Vo, v©', v„", . . . de grandeur différente y mais de 

''^ Journal de Mathématiques, t. IX, général a été reproduit par M. Bertrand 
1 85o , p. 97~i 1 a. dans ses Notes sur la Mécanique analytique 

'^ Jbid. t. IX, p. 1 13. — Ce ibëorèine de Lagrange, t. Il, Note IV. 
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même direction y décrivent la même courbe ÂCB , b masse quelconque M, 
soumise à faction de la résultante des forces F, F', F", . . . et partant du 
point Â avec une vitesse Vo ayant la même direction que les vitesses 
Vo» Vo', Vo', . . ., décrira encore la courbe AGB, pourvu que les forces 
F, F, F'', . . . soient indépendantes du temps ^ et que hfoixe vive initiale 
M Vo* de la masse M soit égale à la sotnme mvo^ + m' v^^ + m" Vo^ + . . . 
des forces vives initiales des masses m , m', m'', . . . 

Ce théorème généraiise deux propriétés données, Tune par La- 
grange ^^\ i'autre par Legendre ^^\ 

Une seconde Note, intitulée : Solution de quelques problèmes de i84/». 
Mécanique^^\ renferme un rapprochement curieux entre la question 
d'équilibre et la question de mouvement. L'auteur démontre que, 
si une courbe plane quelconque est la figure d'équilibre d'une 
chahie dont chaque élément est soumis à l'action d'une force R, 
la même courbe sera la trajectoire d'un mobile sollicité par une 
force que Ton déduit de R en prenant en direction contraire ses 
composantes tangente et normale à la courbe, et réduisant à 
moitié la première, en conservant la seconde, ou doublant la 
seconde en conservant la première. Il faut, bien entendu, en 
outre, que les conditions initiales du mouvement du mobile soient 
prises convenablement. Ainsi, le point de départ du mobile doit 
être à l'extrémité de la chaîne; sa vitesse initiale est dirigée sui- 
vant la tangente en cette extrémité, et enfin le carré de la vitesse 
initiale divisé par la composante normale de la force à l'origine du 
, mouvement est égal au rayon de courbure de la chauie à la même 
extrémité. 

Ce rapprochement fournit à M. 0. Bonnet une démonstration 
intuitive du théorème général ci-dessus et particulièrement des 
remarques auxquelles Lagrange et Legendre avaient été conduits 
dans la question d'un corps attiré vers deux centres fixes. 

<*^ Mécanique analytique , t. II, p. 116. 18a 5, p. iaô. — ^'^ Journal de Uathé- 
'^ Théorie des fonctions elliptiques y t. I, manques, t. IX, p. 217. 
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18&&. Mémoire sur quelques propriétés générales des surfaces et des Kgnei 
tracées sur les surfaces^^\ — Ce Mémoire a un caractère spécial qu'il 
importe à la Géométrie de faire ressortir : c'est que Fauteur, comme 
lavait fait, quelque temps auparavant, M. Bertrand dans son Mé- 
moire sur les surfaces orthogonales, s y propose de donner des 
démonstrations purement géométriques, en s'aidant seulement de 
considérations infinitésimales. «rLes considérations géométriques, 
cr dit-il , ne se bornent pas à fournir des démonstrations simples 
cr des résultats déjà conims, mais elles conduisent encore à la décou- 
<r verte de plusieurs propriétés nouvelles qu'il serait difficile d'éta- 
crblir par l'Analyse.?) Effectivement, M. Ossian Bonnet démontre 
ainsi tous les théorèmes connus sur la théorie des surfaces, no- 
tamment les propositions établies par Gauss dans ses Disquisitiones 
générales y et il donne des résultats nouveaux fort importants. 

11 fait un usage très-heureux de l'élément nouveau introduit par 
lui dans la théorie des surfaces, comme nous l'avons dit précédem- 
ment (p. 1 36), savoir, l'expression ^ — » 6 étant l'angle que le plan 

osculatcur de la courbe fait avec le plan tangent à la surface, et 
p, le rayon de courbure de la courbe. M. Ossian Bonnet emploie 
cette expression sans la dénommer. Plus tard, en 18Û8, dans un 
Mémoire inséré au Journal de F Ecole Polytechnique ^ dont il va être 
parié plus loin, il a adopté le nom de courbure géodésique^ proposé 
par M. Liouville W. 

M. Ossian Bonnet, en introduisant le rapport dans les dif- 
férentes formules de Gauss et dans plusieurs formules nouvelles, 
notamment dans l'équation des lignes géodésiques, dans la condi- 
tion qui exprime l'orthogonalité de deux systèmes de lignes tracées 

^'^ Ce Mémoire, pr^nlë à l'Acodé- paru dans le xxxii" cahier du Journal de 

mie en i8/i4 (Comptes rendus, l. XI\, l'Ecole Polytechnique, année 18/18, avec 

p. 980), et dont r^Acadëmie a ordonne de nombreuses ad<litions que nous indi- 

l'inserlion au recueil des Savants étran- querons plus ioin. 
gers, sur le rapport de M. Cauch). a *' Comptes rendus , I. XXVIII, p. 448. 
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sur une surface, etc. a prouvé que cet élément doit remplacer la 
courbure ordinaire, lorsqu'on regarde une courbe comme tracée 
sur une surface donnée (^). 

Le même Mémoire renferme une théorie complète de la curvor- 
tura intégra de Gauss, ou, suivant l'expression de M. 0. Bonnet, de 
la valeur ifphértque d'une portion d'aire tracée sur une surface. 

Que Ton conçoive sur une surface un contour quelconque poly- 
gonal ou courbe, et en chacun de ses points la normale à la sur- 
face; puis, que l'on mène les rayons d'une sphère parallèles à ces 
normales; les extrémités de ces rayons formeront sur la sphère 
un contour comprenant une portion de surface sphérique, que 
M. 0. Bonnet appelle la valeur spkéique de la portion de surface 
comprise dans le premier contour. 

Olinde Rodrigues, comme nous l'avons dit (chap. i), a eu le pre- 
mier l'idée de cette reproduction des surfaces quelconques sur 
une sphère de rayon égal à l'unité. Gauss a donné, de son côté, 
un théorème remarquable qui fait connaître la valeur sphérique 
d'une portion de surface terminée à des lignes géodésiques. M. 0. 
Bonnet établit une formule qui s'applique à un contour terminé 
par des lignes quelconques. 

Il déduit de cette formule, en supposant que la première surface 
est elle-même une sphère, ce théorème très-général : Uneportimi de 
turface sphérique y terminée à un contour polygonal ou courbe quelconque y 
est égale au carré du rayon multiplié par Texcès de la sotnme des angles 
du contour sur autant de fois deux droits qu'il y a de côtés moins deux, 

et par ^intégrale 1 ^^^ ds étendue à tout le contour. 

^'^ Qaelqnes-unesdesformulesdeM. 0. générale des ligiies tracées sur une surface 

Bonnet ont été génëralisëes, depuis, par quelconque, a dlabli récemment par une 

différents gëoroètres. Citons entre autres mëlhode (jui lui est propre et entièrement 

sortout M. Fabbé Aoust, dont nous ferons géométrique, tous les résultats dus à ses 

connaître les importantes recherches ulté- devanciers , et un grand nombre d'autres 

riearement(ch.v), et M. Ph. Gilbert, pro- entièrement nouveaux. (Voir t. XXX Vil 

fesseuràPuniversitédeLouvain, qui, dans des Mémoires de l' Académie royale de 

uji Mémoire remarquable : Sur la théorie Bruxelles. ) 
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i8&5. Mémoire mv la théorie des surfaces isothermes artfu^Maks'^^^ — 
M. Bertrand, en examinant si à un système de surfaces isothermes 
co]Tes])ondent toujours deux autres systèmes de surfaces isothermes, 
orthogonales entre elles et aux premières, avait trouvé deux coodi- 
tions auxquelles doivent satisfaire les surfaces d'un triple système 
orthogonal de surfaces isothermes ^^^ 

M. Ossian Bonnet se propose, dans le Mémoire actuel, de re- 
chercher si les conditions obtenues par M. Bertrand sont suffisantes; 
il parvient aux trois propositions suivantes : 

1^ Si les surfaces des detix premiers systèmes sont isothermes el 
jouissent de tune quelconque des deux propriétés dues à M, Bertrand, h 
surfaces du troisième système seront aussi isothennes. 

2° Si les surfaces du premier systètne sont isothermes et jouissent iei 
deux propriétés dues à M. Bertrand, si de plus les surfaces du deuxième 
et du troisiètne système jouissent de l'une de ces deux propriétés, les sur- 
faces du deuxième et du troisiètne système seront isothermes. 

3*" Si les surfaces des trois systèmes jouissent des deux propriétés due$ 
à M. Bertrand, ces surfaces seront isothermes. 

Dans une seconde partie de son Mémoire, M. 0. Bonnet dé- 
montre quelques propriétés nouvelles des systèmes de surfaces 
isothermes orthogonales. On y distingue surtout celle-ci : Sur une 
même surface et sur une même ligne de courbure, le rayon de courbure 
principal varie proportionnellement au cube de Vautre rayon de courbure 
principal. 

M. 0. Bonnet se sert de cette proposition pour simpliGer la dé- 
monstration d'un beau théorème que M. Lamé avait établi par une 
savante analyse et d'après lequel : Les seuls systèmes triples de sur- 
faces orthogonales isothermes sont formés de surfaces du second oi*dre. 

Depuis, en faisant connaître l'expression du rayon de courbure 
des lignes asymplotiques d'une surface quelconque , M. 0. Bonnet 

'^ Journal de V Ecole Polytechnique, \%l\h : Mémoire sur les surfaces isothermes 
XX \' cahier, t8A5, p. i A 1-166. orthogonales, p. 117. 

'*^ Journal de Mathématiques, t. IX, 



DE LA GÉOMÉTRIE. 205 

a montré que son théorème relatif aux iignes de courbure des 
surfaces faisant partie d'un système triplement isotherme et or- 
thogonal fournissait une démonstration complète et intuitive du 
théorème de M. Lamé : nouvel exemple des secours que prête la 
simple Géométrie dans les questions où entrent des éléments infi- 
niment petits d'ordre supérieur. 

Mémoire sur la théorie des corps élastiques ^^K — L'auteur se pro- i845. 
pose d'établir directement, et par des considérations infinitésimales, 
tous les résultats de l'importante théorie des surfaces isostatiques 
due à M. Lamé, tr Indépendamment d'une plus grande simplicité, 
(rdit M. 0. Bonnet, la méthode dont j'ai fait usage fournit un nouvel 
cr exemple de l'emploi des infiniment petits dans les questions qui 
(T dépendent de considérations géométriques, métliode à laquelle les 
(r géomètres semblent, depuis quelque temps, attacher beaucoup de 
ff prix. •» 

Mémoire sur la théorie générale des surfaces ^^^K — Nous avons i848. 
déjà analysé la partie de ce travail qui avait été présentée h l'Aca- 
démie en i8lili^^\ et qui, dans le Mémoire actuel, fait Tobjel des 
paragraphes 3 et 8 el des deux premières pages du paragraphe 6. 
Nous nous bornerons donc à indiquer rapidement les nouvelles 
questions traitées par l'auteur. Le paragraphe i"" contient, avec plu- 
sieurs résultats nouveaux, une remarquable théorie de la courbure 
des surfaces, donnée déjà par M. Bertrand. Nous signalerons parmi 
les résultats dus à M. 0. Bonnet deux expressions de l'angle de deux 

normales infiniment voisines; une valeur de la mesure -^==- de la 
courbure, qui, appliquée aux surfaces gauches, est devenue une 

^•' Comptes rendus, t. XXI, i845, ^^^ Mémoire sur quelques propriétés gi- 

p./l3â. — Journal de V Ecole Polytechnique y nérales des surfaces et des lignes tracées 

xix* cahier, i8& 5, p. 171-191. sur les surfaces, [Comptes rendus hebdo- 

■'^ Journal de l'Ecole Polytechnique, madaires des séances de r Académie des 

xxxir cahier, 18/18, p. 1-1/18. sciences, t. Xl\, p. 980.) 
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formule importante de la théorie de ces surfaces; enfin, une non* } 
velle interprétation de Télément signalé pour la première fois par 
M. Bertrand, et que iM. 0. Bonnet a nommé deuxième courbure o« À 
torsion géodmque. Le paragraphe 2 est consacré à la démonstratiai É 
des théorèmes de MM. Dupin et Lamé sur les surfaces orthogo»1 
nalcs. Le paragraplic Ix est une étude des surfaces réglées, dans 1 
laquelle on remarque plusieurs propriétés curieuses de la ligne 1 
de striction. Le paragraphe 5 contient des formules relatives à deux 
systèmes particuliers de lignes orthogonales tracées sur une sur- 
face quelconque. Dans le paragraphe G on trouve l'analyse, con- 
sidérablement simplifiée, par laquelle Gauss a établi Texpression 

la plus générale de la mesure 7^ de la courbure, et la solution 

du problème où Ton se propose de reconnaître si deux surfaces 
sont ou ne sont pas applicables Tune sur Tautre. Enfin, dans le 
paragraphe 7 lauteur détermine, en s'aidant d'un travail de Joa- 
chimslhal, toutes les surfaces gauches applicables sur une surbce 
donnée. Deux Notes relatives. Tune à une propriété de l'héliçoîde 
à plan directeur, l'autre à quelques théorèmes sur les lignes de 
courbure et les lignes géodésiques des surfaces du second ordre, 
terminent le Mémoire. 

18/19. Mémoire sur la théorie des surfaces orthogonales et isothermes ^^K — 
Ce travail contient une démonstration directe et nouvelle du théo- 
rème de M. Lamé, d'après lequel, à l'exception du cas des surfaces 
cylindriques et coniques, les seuls systèmes triples de surfaces iso- 
thermes et orthogonales sont formés des surfaces du second ordre. 
L'auteur montre, par des considérations infinitésimales, que ce 
théorème est une conséquence nécessaire des diflérentes relations 
données par M. Bertrand et par lui entre les six rayons de cour- 
bure principaux des trois surfaces triplement .isothermes et ortho- 
gonales qui passent par un même point de l'espace. 

^'^ Journal Hc Mathématiques f t. XIV, p. /401-/116. 
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W Mémoire mr les surfaces d&nt les lignes de courbure sont planes ou i853. 
siphériques W. — Ce travail très-étendu est la réunion de plusieurs 
Mémoires et Notes présentés à TÂcadémie dans le cours de Tannée 
i853(^. 11 comprend quatre parties : 

La première traite des surfaces dont toutes les lignes de cour- 
bure sont planes ; 

La deuxième, des surfaces dont les lignes d'une des courbures 
seulement sont planes; 

La troisième, des surfaces dont les lignes de courbure sont 
planes dans un système et spbériques dans Taulre, ou bien spbé- 
riques dans les deux ; 

La quatrième, des surfaces dont les lignes de Tune des courbures 
sont spbériques. M. 0. Bonnet détermine en termes finis Téquation 
de ces dernières surfaces dans deux cas seulement : i^ celui où les 
spbères qui contiennent les lignes de courbure spbériques passent 
par un même point; 2^ celui où les spbères coupent la surface à 
angle droit. 

Note sur la distance de deux tangentes infiniment voisines à une i853. 
courbe gauche^^K — M. Bouquet avait démontré que la distance 
de deux tangentes infiniment voisines est du troisième ordre par 
rapport à Tare. M. 0. Bonnet complote ce tliéorùme en donnant 
l'expression de la distance, qu'il trouve égale au sixième du produit 
de Tare par l'angle de contingence et par langle de torsion. 

La Note de M. 0. Bonnet contient en outre les expressions 
de divers infiniment petits d'ordre élevé. Citons, par exemple, la 
distance d'un point de la courbe au plan osculateur en un point 
infiniment voisin ; langle du plan osculateur avec le pian tangent 
passant par un point infiniment voisin ou parallèle à une tangente 
infiniment voisine , etc. 

') Journal de l'Ecole Polytechnique, 219, 991. 889, 585, 10/16, 11 33. 
XXX v' cahier, p. iiy-SoO. ^^' Nouvelles Annales de Mathématiques , 

■'^ Comptée rendus, t. XXXVI, p. 81, t. XII, p. 19Q. 
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i855. Sur quelques propriétés des lignes géodésiques ^^\ — M. 0. Bonnet 
établit deux propositions, dont l'une, énoncée sans démonstra- 
tion par Jacobi, consiste en ce que, sur toute surface à courbures 
opposées, une ligne géodésique est toujours minima entre deux 
quelconques de ses points; et la deuxième, entièrement nouvelle, 
que, dans toute surface convexe, une ligne géodésique ne peut être 
minima dans une étendue supérieure à Tra, en appelant a une 
constante dont le carré a^ est supérieur au produit RR, des rayons 
de courbure principaux en tous les points de la surface. 

Ce travail de M. 0. Bonnet repose sur une autre proposition de 
Jacobi, que l'illustre géomètre avait encore donnée sans démonstra- 
tion dans son beau Mémoire sur les caractères distinctifs des maxima 
et minima dans les questions dépendant du calcul des variations ^^\ 
savoir : Si une ligne géodésique AM issue d!un point A est rencontrée 
en k! par une ligne géodésique infiniment voisine ^ issue aussi du point A, 
h ligne AjM sera toujours minima entre le point k et le point A', et 
cessera d'être ininima au delà de A'. 

Une Seconde Note sur les lignes géodésiques {'' est consacrée à la 
démonstration de cet important théorème et de la proposition réci- 
proque qui avait paru à M. Bertrand, dans une de ses excellentes 
Notes sur la Mécanique analytique de Lagrangc^*), pouvoir laisser 
quelques doutes. 

i856. Sur un genre particulier* de surfaces réciproques ^^K — Ces surfaces 
se distinguent en ce que la réciprocité n'y est pas seulement ana- 
lytique, comme dans les surfaces réciproques de Monge, mais en- 
core géométrique à plusieurs points de vue. Ainsi, par exemple, 
dans ces surfaces réciproques, aux lignes de courbure d'une surface 
correspondent les lignes de courbure de la surface correspondante. 
Citons encore cette propriété : les surfaces réciproques des sur- 



('' Comptes rendus, t. XL, p. i3i i. 
<*^ Joum. de Crcilc, t. \ VU, 1 83;, p.68. 
-Joum, de Mathématiques , l. III, p. hU, 



'^^ Comptes rendus, t. XLI, p. Sa. 

(*' T. 11, p. 35a. 

^*' Comptes rendus, t. XLII, p. 485. 
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fieices à aire minima sont celles pour lesquelles la somme des deux 
rayons de courbure principaux est égale , en cbaque point , au double 
de la normale , etc. 

Noie 9ur les surfaces dont toutes les lignes de courbure sont planes (*l i856, 
— ^M. 0. Bonnet montre que toutes les surfaces dont les points sont 
des ombilics doivent être comprises' parmi celles qui ont leurs 
lignes de courbure planes. 

Mémoire sur lafffure de la terre considérée comme peu différente d!une \ 869. 
sphère ^^K — M. 0. Bonnet s'est proposé d'étendre et de simplifier 
une savante analyse de Laplace ^^\ en profitant des résultats récem- 
ment acquis à la théorie des surfaces. Après avoir établi simplement 
les expressions de la longitude, de la latitude, de l'azimut, et dé- 
montré quelques propriétés curieuses des méridiens et des paral- 
lèles, l'auteur s'occupe des lignes géodésiqucs. Il donne tout d'abord 
un théorème général qui lui permet de ramener la résolution des 
triangles formés par ces lignes à celle d'un triangle sphérique; 
puis il applique ce théorème à la détermination des différences en 
longitude, en latitude, en azimut, aux deux extrémités d'un arc 
de ligne géodésique tangent ou normal au méridien, ce qui est 
le but final des recherches de Laplace. M. 0. Bonnet donne môme 
les résultats qui se rapportent au cas plus général où la ligne géo- 
désique fait un angle quelconque avec le méridien. Substituant 
enfin aux lignes géodésiques des loxodromies, M. 0. Bonnet résout 
la môme question et arrive à des résultats analogues; en sorte, 
dit-il, que, «rsi l'on était certain que la ligne décrite par un navire 
«ffùt une véritable loxodromie, et que l'on put négliger les erreui-s 
(T commises dans la détermination de l'espace ])arcouru par le navire 
«et dans celles de la longitude et de la latitude, on pourrait avoir 

^*' Comptes rendus de r Académie des cata , pubhltcati da Barnaba Tortolini , i.U , 
tclences, t. XLlï, p. 1067. 1869, p. ^^>-«'>9. ii3-i3i, 180-18A. 

'* AtiHfili df Aftitemalico pura ed appli- '^ M êcmiiqm céleste , 1'" partie, eh. v. 
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cr rdlipsoïdc osculatclir de la Icrre, pour un point recouvert par la 
ff mer, absolument de la même manière que Laplace a déterminé 
(Tcet ellipsoïde pour un point de la partie solide du globe.?) 

18G0. Mmoire sur V emploi jCun nouveau système de variables dan» fàuJe 
des propriétés des surfaces courbes ^^K — Ce Mémoire est le dévelop- 
pement d'une communication faite à l'Académie en i853 ^'l II con- 
tient en outre plusieurs recherches successivement présentées à 
rAcadémie en i855 et i85G(^>. 

Monge avait toujours représenté une surface par une équation 
entre les coordonnées de Descartes. M. 0. Bonnet a pensé qu'il y au- 
rait de grands avantages à substituer à ces trois coordonnées d'autres 
variables liées d'une manière plus intime à la forme de la surface, 
et il a introduit celles qui fixent la position du plan tangent Les 
formules qu'il obtient sont d'une très-grande simplicité. M. 0. Bon- 
net les applique à la plupart des problèmes traités par Monge et à 
plusieurs autres plus difficiles. 

Nous signalerons en particulier le paragraphe 7 de la deuxième 
partie, qui contient une nouvelle étude des surfaces à lignes de 
courbure planes, et le paragraphe suivant, qui traite des surfaces à 
aire miniina. L'équation de ces surfaces, dans le système de va- 
riables adoj)té, se réduit h celle du problème de l'équilibre des 
températures dans le cas du plan : de sorte que, au lieu de l'inté- 
{jrale si compliquée de Monge, on obtient une intégrale simple dont 
on peut aisément faire disparaître les imaginaires. Cette intégrale 
permet de déterminer les surfaces minima qui satisfont à certaines 
conditions, j)ar exemple : les surfaces minima algébriques; les surfaces 

^'^ Journal de M (ithvmat'uiuea , 'l's^ric, minima, p. 1107. — T. XLII, i856 : 

t. \, iS()o, \). ir)3--î()f). \ote sur les surfaces pour lesquelles la 

* Comptes rendus, I.XXWII, 1803, somme des deux rayons de courbure prin- 

|). 5îî9. cipaua' est égale au double de la normale, 

^'' Ibid, 1. XL, iSnf» : Sur la détcrmi- p. 110; — Nouvelles remarques sur les 

nation des fonctions arbitraires qui entrent surfaces à aire minima^ p. 532 ; — Note 

dans VrqHutiou intvffralr des surfaces t) airr sur lu courbure fréodèsique, p. 1 137. 
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miVtfiiia dont les lignes de courbure sont planes; celles qui ont une ligne 
de courbure ou une ligne asymptotique donnée; etc. 

Mentionnons encore le paragraphe 6 de la deuxième partie, dans 
lequel, sous forme de digression, Tauteur déduit des formules 
relatives aux surfaces celles qui concernent les lignes courbes t'^. 

Note sur les normales à une surface ^^\ — Dans cette Note M. 0. i86i. 
Bonnet, généralisant un important théorème donné par M. Ber- 
trand dans son Mémoire sur la tliéorie des surfaces ^ démontre que, 
lorsque l'on considère des droites D issues des différents points 
d'une surface S, la condition nécessaire et suffisante pour que ces 
droites soient normales à une surface est que, si Ton prend sur 
la surface S trois points infiniment voisins w, m', m'\ tels que 
mtn=mm'^ la variation du cosinus de l'angle de D avec mm', cor- 
respondante au déplacement de m en m^ soit égale à la variation 
du cosinus de l'angle de D avec mm" correspondante au déplace- 
ment de m en ni. 

Ce théorème, qui exprime la signification géométrique de l'équa- 
tion aux différences partielles des surfaces normales «^ des groupes 
de droites dans l'espace, que M. Transon a appelées surfaces résol- 
vantes ^^\ conduit facilement à plusieurs propriétés relatives aux 
normales d'une même surface. 

Mémoire sur la théorie des surfaces applicables stir une surface donnée. i86i . 
— L'Académie avait proposé en i858, pour sujet de prix à décer- 
ner en 1 86o , la théorie des surfaces applicables sur une surface don- 
née. Trois des concurrents, MM. Bour, Ossian Bonnet et Codazzi, 
résolurent complètement la question, cren faisant preuve d'une 

^^^ M. Ulîsse Dini a fait une application Annali di Matematica pura ed applicata, 

trèfr-heareuse du nouveau système de va- t. Vil ; Rome, i865, p. 5-i8.) 
riables de M. Ossian Bonnet, dans un ^*'' ComptegrendusderAcadémie^tLll, 

Mémoire sur la surface dans laquelle la p. io8i. 

somme des deux ra yons de courbure prin- ^'' Journal de V École Polytechnique, 

ripaiix en chaque point est constante. (Voir xxxvni* cahier, p. 195. 

1^1. 
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(Tfri'aiulc lialjilrté analytique et de connaissances profondes en Géo* 
r niotrio. n Mais le prix fut décerné à M. Bour, à raison de certains 
dévolop[)ements analytiques sur un cas particulier de la question, 
qu'il avait joints h la solution. Le Mémoire de M. 0. Bonnet n'a paru 
que réconiinenl". Après avoir reproduit sans altération aucune 
le ti'xte qu'il avait présenté au concours, il abandonne sa solu- 
tion pour adopter, celle de M. Codazzi, qui lui paraît la plus com- 
plète et la plus satisfaisante. D'après M. 0. Bonnet, les formules de 
M. Codazzi sont destinées à prendre une grande importance dans 
la théorie des surfaces : il le prouve en déduisant de ces formules 
la solution d'une série de questions difficiles, qui paraissent ina- 
bordables par d'autres méthodes. Ainsi, il démontre un théorème 
important, d'après lequel toute surface réglée qui reste réglée dans 
sa déformation conserve ses génératrices rectilignes, les unes étant 
les transformées des autres ^^\ Il détermine les surfaces qui dans 
la déformation peuvent conserver leurs lignes de courbure ou 
leurs deux rayons de courbure principaux. Il étudie les surfaces 
dont les deux rayons de courbure principaux sont fonctions Tun de 
l'autre; celles dont le carré de l'élément linéaire de la surface est 
réductible à la forme 

L' étant une fonction de w, et V une fonction de v, surfaces dont 
on peut, d'après lin beau théorème de M. Liouville énoncé pré- 
cédemment, obtenir sous forme finie les lignes géodésiques, et il 
démontre que les surfaces du second ordre sont les seules pour 
lesquelles le carré de l'élément linéaire a cette forme, lorsque les 
courbes coordonnées u = const. etv= const. sont les lignes de cour- 



^'- Première partie. Journal de VEcok dans la ihc^oriede la ddforraation des sur- 

Polytech, xu* cahier, i865, p. 209-280. faces réglées, avait fait antériearemeDt le 

— Deuxième partie, ihid, \u\* cahier, sujet d'une communication à rAcadëmio. 

1 8G7, p. 1-1 5 1 . ( Comptes rendus , t. liVIII . 1 864 . p. 1 8.^- 

•'^ Co théorème, qui comble nnoiarnne 1 88.) 
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bure. Enfin il termine par quelques recherches relatives aux sur- 
faces sur lesquelles on peut tracer deux séries de cercles géodési- 
ques orthogonaux. 

Ce Mémoire ajoute aux travaux déjà considérables de M. 0. Bon- 
net sur la théorie des surfaces. 

Mémoire sur les surfaces orthogmiales ^^\ — On ne connaissait que i86a. 
les systèmes de surfaces homofocales du second ordre, les systèmes 
formés par les surfaces dont l'équation est de la forme 

donnés par M. Serret en 1867^*-^ et enfin les systèmes analogues 
deM. W. Roberts^^). 

M. Ossian Bonnet expose une nouvelle méthode par laquelle il 
est conduit à plusieurs systèmes orthogonaux qui dépassent en géné- 
ralité ce que l'on connaissait jusqu'ici, car ils contiennent dans leur 
expression plusieurs fonctions arbitraires. Il démontre que le pro- 
blème général dépend de l'intégration d'une équation aux dérivées 
partielles du troisième ordre à quatre variables. Ce théorèuje injpor- 
tant, qui fixe en quelque sorte l'étendue du problème, a été démon- 
tré autrement par un jeune géomètre, M. Darboux, dans une thèse 
pour le doctorat, présentée en 186G à la Faculté des sciences. 

M. 0. Bonnet a appliqué sa méthode à la détermination des 
systèmes triples dans lesquels les surfaces de l'un des systèmes ont 
pour transformées sphériques de ses lignes de courbure des lignes 
sphériques isothermes et orthogonales. 

Démœistration du théorème de Gauss relatif aux petits ttnangles géo- ^864. 
déçues tracés sur une surface quelconque ^^\ — M. 0. Bonnet par- 
vient à établir par des considérations relativement simples ce beau 

^'' Comptes rendus, t. LIV, p. 554 et ^^' Comptes rendus, t. LUI, 1861, 

655. p. 5/1G et 724. 

■''• Journal de Mathémafiqne$ f l. XII. ^' Comptes rendus, t. LVIII, p. i83. 
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théorème, ruii des plus remarquables et des plus difficiles à dé- 
mon! rer (|uo présente la théorie des surfaces courbes. 

i865. Sur la détennination du rayon de courbure des courbes tracéeê stir 
une surface et dont le plan osculateur est tangent à la surface^^K — Cette 
Note (le M. (). Bonnet se résume dans les deux formules suivantes : 
Soient p et /' les rayons de courbure et de torsion d'une courbe 
tracée sur une surface, et ayant pour plan osculateur le plan tau- 
Ijent h la surface; po, le rayon de courbure de la ligne asyraptoticpie 
tangente à la courbe considérée; H et R,, les rayons de courbure 
principaux de la surface; on a 



p=p.(^^^) 



, >,-im,,.K^^)',.''(rS.)'] 

les dérivées étant prises pour des déplacements effectués sur les 
lignes de courbure. 

XXI. — M. Bouquet. 

Les travaux très-importants de M. Bouquet se rapportent prin- 
cipalement à l'Analyse ])ure, et une partie ont été faits en colla- 
boration avec M. Briot, sur les traces de Cauchy. Mais M. Bouquet 
a jeté parfois un regard sur quelques théories géométriques, au 
sujet des(|ueHes nous avons à le citer. 

18/16. Dans des Remarques sur les sjf sternes de droites dans l'espace ^'\ il a 
démontré (|ue : La plus courte distance entre deux droites consécutives 

^'^ Nouvelles \ntnilvs dv Malhcumtûfm's, (iionink di MatCMatichala M. Battaglini, 

a'sëric,!. IV, iSiif), p. ^Uiy-ayo. M. Bel- t. IV, 18GG, p. ia3-ia7. 
tranii a doinii* des ilénionslratioiis aiia- ^■' Journal de Mathématiques . t. XI, 

lyficjn«»s «l»» hk t\o\\\ fnnniiles. dans \o p. i^fî-irifS. 
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tangefUes à une même courbe est généraleme^U un infinment petit du troi- 
sième ordure; 

Et que : Lorsque la plus courte distance entre les tangentes consécu- 
tives d^une courbe est un ir^niment petit d'un ordre supérieur au troisième, 
la courbe est plane ^ et par conséquent la plus courte distance est rigour- 
rewemerU nulle. 

La première de ces propositions est entrée dans la théorie des 
courbes à double courbure et a été citée par plusieurs géomètres. 
Nous avons dit ci -dessus que M. Ossian Bonnet ne s'est pas borné 
à la démontrer par des considérations géométriques, et qu'il a 
donné en outre l'expression de la distance infiniment petite du troi- 
sième ordre. 

Dans une Note sur les surfaces orthogonales y M. Bouquet a re- 
marqué qu'tin^ série de surfaces représentées par une équation où entre 
un paramètre variable n'appartient pas toujours à un système triple de 
surfaces orthogonales ^^\ 

Ce théorème, vérifié sur des exemples, rectifiait un énoncé 
fautif. 

^*' Journal de MalheTnatiques , t. XI, p. liàù-kbo. 



CHAPITRE IV. 

GrJSATION D'UNE CHAIRE DE GeOMETRIE SUPERIEURE 

X LA Faculté des sciences de Paris. 
Rbcberches de Géométrie qui ont formé les principales matières 

de cet enseignement. 

(18/16-1867.) 



Introduction : coup d'obil rapide sur la Géomrtrie a l'Étranger 



Nous n'avons à retracer que les progrès de la science en France; 
mais il faut dire que l'importance de la Géométrie était appréciée 
chez les nations voisines, et que cette partie des Mathématiques 
y a pris, comme chez nous, un développement progressif. 

M. Môbius avait fait connaître en 1827, sous le titre de Calcul 
barycentrique , un système de Géométrie analytique propre particu- 
lièrementà certaines classes de problèmes, et s'étendant aux courbes 
à double courbure et aux surfaces. Dans cet ouvrage se trouvaient 
des principes de transformation des figures qui faisaient suite , à 
certains égards, au Traité des propriétés projectives de Poncelet, et 
qui ont pris depuis un plus grand développement ^^L 

Steiner, qui consacrait exclusivement à la Géométrie pure ses 
facultés tenaces et puissantes , avait publié de nombreux Mémoires 
dans le Journal de Mathématiques de Crelle, et deux volumes inti- 

*^ Der barycenirische Calcul, ein neues au/ die Bildung tieuer Classen von Aufgaben 
Hûifsmittel zur analyùschen Behatidlung und die Entwickelung mehrerer Eigenschaf- 
der Géométrie dargestelU und insbesonderc len der Kegehchnitte ; Leipzig, in-8", 1 807. 
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tuiés : Dévcloppemenl sysléttuitique de la dépendance réciproque desfgwrm 
fféoïfiélriqms y avec citation des travaux des géomètres anciens et moderm 
sur les PomnieSj les méthodes de projection j la Géométrie de stten/ûm, 
les transversales y la dualité et la réciprocité j etc. Berlin , 1 83 s. — Ctmf- 
truclions géométriques par la ligne droite et le cercle. Berlin, iSSS'^^ 

Ces ouvrages et les leçons du célèbre professeur de Funiversité 
de Berlin contribuèrent à répandre Je goût et Tétude des mé- 
thodes de j)ure Géométrie. 

Mac Cullagh, professeur à Tuniversité de Dublin, suivait la 
même direction dans ses travaux de Physique mathématique. 

On doit à ce géomètre éminent, qu'une mort prématurée a 
enlevé à la science, un très-imporlant Mémoire sur les surfaces 
du second ordre, où se trouvent de belles propriétés des surfaces 
honiofocales ^'^^ et, indépendamment des i^echerches sur la surface 
des ondes, déjà citées (ch. i, p. 5o), le célèbre Mémoire sur les lois 
de la réflexion et de la réfi'actioti cristallines ^^\ qui renferme aussi 
d'heureuses applications des ressources de la Géométrie à l'étude 
des phénomènes naturels. 

L'université de Dublin témoignait encore du prix qu'elle atta- 
chait à la culture des méthodes de la pure Géométrie, en faisant 
paraître sous ses auspices la traduction d'un ouvrage français Ja 
Théorie des cônes du second ordre et des coniques sphériques, traduc- 
tion accrue de nombreuses Notes de M. Graves, l'un des professeurs 
de cette université, comme il a été dit précédemment (ch. i, p. 77). 

M. Plûcker introduisait, et développait dans un ouvrage 
étendu, son nouveau système de coordonnées, et représentait 
les équations de la Géométrie analytique par des fonctions ho- 

^^^ SystematischeEntwickelung der Abhàii' from tlie Proceedingit of the Roj/at Irid^ 

ffiffkeit geometrischer Gestalten von einaii- Academy, n" /iîi, i8/i3, p. 446-5o7. 
der, etc. Berlin, i833, ill-8^ — Die " Tratisactions de V Académie rojfflfe 

geometrischen Konstructionen ausgcjuhrt r/7r/rtw/(7, t. XVllI, impartie, in-8'. 
miltelst der geraden Linie und eiiiesfesten Une traduction de ce beau Mémoire a 

Kreises, Berlin, i833, in-8\ paru <lans ie Journal de Mathématique 

^*- 0/; ihe surfaces qf the second nrder, de M. Lionville. t. V^ll, i8Aa. p. 917. 
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mogènes : idée heureuse, qui a eu depuis de nombreuses consé- 
quences. C'est à M. Plûcker, comme on sait, que Ton doit les célèbres 
formules sur les tangentes doubles et les points singuliers des 
courbes planes, dont on fait aujourd'hui de continuelles applica- 
tions dans la théorie des courbes, comme dans celle des sur- 
faces. A Tinstar de Mac Cullagh, qui avait employé les recherches 
géométriques dans Tétude des phénomènes physiques, M. Pliîcker 
s'est distrait aussi de ses conceptions purement mathématiques, pour 
les appliquer à la théorie de la lumière et du magnétisme; et dans 
ces deux ordres de phénomènes, il a fait des découvertes Iiautement 
estimées des physiciens. Depuis quelque temps, le célèbre profes- 
seur de l'université de Bonn était revenu aux pures Mathématiques : 
la science aurait donc continué de lui être redevable à double 
titre. Mais, hélas! nous avons la douleur d'apprendre qu'il vient de 
terminer sa glorieuse carrière, après avoir ressenti de grandes souf- 
frances ('\ 

II 

Si les doctrines de la pure Géométrie s'introduisaient dans les 
universités étrangères par l'enseignement libre des professeurs, 
il ne pouvait en être ainsi en France , où toutes les chaires ont 

'') Dans an article récent du Journal rr d'être complète, nous en avons dit assez 

^Smmls (mai 1867, p. 969-381), rr pour donner une idée de leur vanétë, 

H. Bertrand , en rendant compte , avec son rr de leur importance et de leur originalité. 

inépaisabie savoir et son rare talent d'expo- t Le moment est encore loin , Dieu merci ! 

sitioo, des travaux si importants et si va- rr de juger défînitivement Thomme éminenl 

nés de M. Plûcker, exprimait la conGance ^rdont l'activité, depuis plus de quarante 

que la Géométrie et la Physique conti- -années, ne s'est pas un instant ralentie. 

ooeraient de s'en enrichir encore pendant 'rjVI. Plûcker, comme mathématicien non 

bien des années. On me permettra de re- rrplus que comme physicien, ne croit pas 

produire ici les propres paroles de M. Ber- rr avoir achevé sa tâche; ses derniers Mé- 

trand, qai seront un hommage à la mé- «r moires, si justement admirés par la So- 

maire de rillnstre correspondant de notre rciélé royale de Londres, sont un pas 

AcadâDoie. rr nouveau dans une voie qu'il semblait 

rr Quoique cette rapide énumération '^avoir délaissée et qu*il [)eut suivre long- 

irïles travaux de M. Plûcker soit bien loin rr temps encore sans en épuiser In richesse. » 
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un liliT s|M''rial. M. Poiiisot, alors membre du Conseil royal de 
rinstruction publique, vit là une lacune qui le préoccupait depuis 
quelques années, et qu'il lui parut urgent de combler. Sur sa pro- 
position , que Tesprit éclaire de M. de Salvandy, alors ministre de 
rinstruction publique, accueillit aussitôt; une chaire de Géométrie 
supérieure fut créée à la Faculté des sciences, oik existait, depuis le 
rélablissenionl dos Facultés, en 1808, une chaire d'Algèbre ntpé- 
rieure. 

Cette chaire fut confiée au titulaire actuel, à celui à qui a été 
imposée, ])ar une pensée bienveillante du Ministre, Thonorable 
M. Duruy, la tAche diflicile et délicate à plusieurs titres de préparer 
le présent Rapport^*'. 

III 

1862. Cet enseignement de la Faculté a donné lieu à l'ouvrage publié 
en i85ii sous le litre de Traité de Géométrie supérieure y conformé- 
inent au titre de la chaire. Les principes qui forment la base de 
cet ouvrage sont les trois théories fort simples du rapport anhar- 
monique de quatre points, di^s divisions hotnoffraphiques y et de Yinvo- 
lutioti, dont Texposilion et diverses applications, comme nous l'avons 
dit précédenmient (chap. u), se trouvaient déjà dans les Notes de 
YApetTu historique. 

Ces trois théories sont maintenant connues de tous les géo- 
mètres; nous rappellerons seulement ici les caractères distiuctife 
qu'elles ont pei*mis de donner aux recherches de la Géométrie 
moderne, et qui consistent en ce que, dans toutes les relations de 
segments ou d'angles, la règle des signes s'observe, comme dans 
les résultats de la Géométrie anal) tique; et que les imaginaires, 
qui se présentent toujours par couples, connue dans les racines d'une 
équation du second degré, n'ollVent aucune dilliculté dans leur 
interprétalion. 

'• C'est par décret du im^nie jour, 10 novembre i8'46, cl sur riiiitialive Je M. de 
Salviunly, que fui instituée aussi la chaire de Mécanifjue céleste, confiée ù M. Le Verrier. 
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La raison en est bien simple : c'est que les objets qui peuvent 
devenir imaginaires n'entrent pas sous forme explicite dans les théo- 
rèmes dont on fait usage, mais s'y trouvent représentés par des 
éléments réels ; de même que les racines d'une équation n'entrent 
pas explicitement dans les calculs delà Géométrie analytique, mais 
y sont représentées collectivement par les coefficients de cette équa- 
tion. 

Ainsi, les doctrines de la nouvelle Géométrie ont, à tous égards, 
la même généralité que les méthodes analytiques. 

Mais, en outre, elles ont un avantage propre et tout h fait carac- 
téristique : c'est que toutes les démonstrations s'appliquent im- 
médiatement aux figures corrélatives, ce qui na pas lieu pour les 
démonstrations fondées sur la Géométrie analytique, du moins 
quand on fait usage du même système de coordonnées. 

L'ouvrage comprend quatre sections. Dans la première sont 
exposées les trois théories élémentaires qui en sont la base; la 
deuxième traite des propriétés générales des figures rectiligncs; la 
troisième, des figures homographiques et des figures corrélatives; 
la quatrième est consacrée au cercle. 

La généralité des résultats relatifs aux imaginaires, points ou 
droites, s'étend au cerck iinaginaire. Ce cercle est défini ou i^epré- 
senlé par son centre et par le carré négatif du rayon. Mais les 
résultais généraux qui impliquent ces deux données prennent une 
expression différente, affranchie de l'idée d'imaginaire, en se rap- 
portant à un certain point fixe de l'espace. 

Ainsi, par exemple, deux points conjugués par rapport à un 
cercle imaginaire sont les traces, sur le plan du cercle, de deux 
droites rectangulaires partant d'un point de l'espace. Et, par suite, 
des groupes de trois points conjugués par rapport au cercle imagi- 
naire sont les traces des arêtes d'un système d'angles Irièdres Iri- 
rectangles de même sommet. 

Ces considérations conduisent si naturellement à diverses pro- 
priétés des cônes du second ordre relatives an\ plans cycliques (»t 
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aux li|;ncs focales cJo ces cAnes, qu'elles ont pu faire le sujet d un 
«les chapitres qui terminent Touvrage. 

Ce Traité de Ghméirie a donné lieu à un ouvrage publié 
par M. Ilousel sous le titre iï Introduction à la Géométrie supérieun 
(i vol. in-8^ 1865), dans lequel se trouvent, indépendamiuent 
de l'exposition des trois théories indiquées plus haut et de leurs 
applications principales, les propriétés des figures homologiqnes 
et celles des figures hoinographiques. 

11 a paru aussi une traduction allemande du Traité de Géométrie 
supérieure, due à M. Schnuse'*); et, depuis, les parties principales 
de l'ouvrage ont été reproduites dans les Traités de Géométrie mo- 
derne de MM. B. Witzschel ^^^ et Rich. Townsend^*^ 

Du reste, les trois théories qui sont la base de Touvrage se sont 
niâme introduites dans les Elémetits de Géométrie. Nous les trou- 
vons dans Touvrage de M. A. Amiot (Paris, 1866) et dans celui 
do MM. Bouché et Comberousse (Paris, 1866). Ces théories sont 
aussi le principal sujet d'un Mémoire de M. Lenthéric, professeur à 
Montpellier, sous le titre: Essai d'exposition élémentaire des diver$e$ 
théories de la Gémnétrie moderne , lu à la réunion des Sociétés savantes 
de 186/1. 

IV. 

Recherches de Géométrie qi i ont formé les principales matières db L'EiisBicmEiiT 

nANS LA CHAIRE DE GÉOMÉTRIE SIPERIKIRE. 

Les trois théories élémentaires qui servent de hase au Traité ée 



•'^ Die Gniiidlehren der neueni Geowe- 
irie. ErMer Theil : Die Théorie des anhar- 
moimchen Verliâltnisses , dcr IwmofprnphiK- 
rhni Thcihng mid dci' Inrolutiou , uiid deron 
Anwrnduiifr atifdie grradiinifren und Kreift- 
FiffurcH. Nach Cliasles: Traité de Ge?oiné- 
trio sii[)(''rieure. frei bearbeitet von Dr (l. 
//. i>V/iMi//îr.I5raunsrliwci|[,in-8°. 1806. 
■ (iriiïidlinim der uruprnf (ipometriv 



mit bcsonderer Beriicksicluigwig der metrii- 
chen Verhàitnisse an Sysîemen ron Pmbtn 
in einrr Grnden nnd einer Ebene . von D' 
lienjainin Witzschel , I^hrer der Mallw- 
inalik ain kraiiso'schen Institut in Dre$- 
dcn; Leipzig, 18S8, in-8*. 

'"*' Chapters on the modem Geometrtf, 
hy lïio Rev. H. To\vnsond;DiiMi!i. 1860. 
^} vol. in-8". 
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Gécmétrie supérieure trouvent des applications immédiates dans Tétude 
des propriétés des sections coniques et des surfaces du second ordre : 
elles s'étendent aussi à toutes les questions concernant les courbes 
elles surfaces d'ordre quelconque. Ces questions, traitées successi- 
vement depuis une vingtaine d'années dans le cours de Géométrie 
supérieure, ont été le sujet de diverses communications à l'Aca- 
démie des sciences, insérées, pour la plupart, dans les Cmnptes 
rendm de FAcadémiey et dont nous allons indiquer ici les principaux 
résultats. 

Omstructùm de la courbe du troisième ordre déterminée par neuf i853. 
pmls^^K — Newton, à la suite de son Enumération des courbes du 
froi^ème ordre, a donné, dans un chapitre sur la Description or- 
gmiique des courbes, une construction de la courbe du troisième 
ordre déterminée par sept points dont un doit être un point 
double. Il ajoute qu'on pourra décrire des courbes d'un ordre 
supérieur ayant des points doubles; mais que la description des 
courbes du troisième ordre ou d'un ordre supérieur qui n'auraient 
pas de points doubles est un problème très-dillicile ^*^^ 

Plusieurs géomètres du même temps, et surtout Maclaurin et 
Braikenridge , ont suivi la voie tracée par Newton, dans leurs 
ouvrages sur la description des courbes ^^\ sans rien ajouter d'essen- 
tiel aux résultats du grand géomètre. Aussi, bien qu'en Analyse 
la détermination d'une courbe assujettie h passer par le nombre 
de points que comporte son ordre soit un des problèmes les plus 
faciles, puisque le calcul de l'équation de la courbe ne demande 
qu'une simple élimination entre des équations du premier degré, on 

^'^ Omîtes rendus, t. XXXVI, i853, ''^ Machurin , Geofnetf-ia organica , she 

p^giS-gSa. Descriplio lineamm curvarum universalis , 

™ irCarvam aliquam secundi veï su- Londini, in-/i'*, 1790. — liraikcnridge, 

opérions generis panctum duplex non ha- Kxercitatio Gcomctrica de descriplione linea- 

'beolem commode describere, problema mm curvnrum , Londini. in-/i". 1 y^.'î. 
"est inler difficiiiora nunierandiun.'' 
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inivail r<'p<*n(lciiil point encore obtenu la construction générale 
même de la ronrbc^ la plus sim|>Ie, celle du troisième ordre. 

Les pro}{rès n'»ceïits de la Géométrie ont permis de reprendre 
res <|iieslions, et de coimaitre cniin la construction de la courbe da 
troisième ordre déterminée par neuf points, dont on a même pu 
donner plusieurs solutions différentes''-. 

La première et la plus simple repose sur le théorème suivant : 
*SY Fou a un faisceau de coniques , et un faisceau de droites qui corm- 
pondenl aux coniques^ une à une iTSj}ectirement ^ les points d'intersectùm 
des coniques et des droites cotrespundantes sont sur une courbe du troi- 
sième ordre qui passe par les quatre jfoints communs aux coniques et par 
le centre du faisceau de droites. 

Ce théorème résulte de celte considération fort simple, que les 
coni<pies et les droites forment sur une transversale quelconque 
deux séries de points tels, qu'à un point de la première série co^ 
res])ond un point de la seconde, cl qu'à un point de la sec4)n(le 
séries corresjïondent deux points de la première; relation qui s ex- 
prime |>ar Téquation 

x'{az + b) + x{a'z+b') + a''z + b''=o, 

entre les abscisses des deux séries de points. D'où Ton conclut 
qu'il existe sur la transversale trois points d'une série qui coïncident 
chacun avec un point correspondant de l'autre série, lesquels trois 
points ap|)artiennenl à la courbe lieu des points d'intersection des 
coniques et des droites : ce qui prouve que cette courbe est du 
troisième ordre. 

Pour appliquer le théorème à la construction de la courbe du 
troisième ordre déterminée par neuf points, on fait passer par quatre 
de c(»s points un faisceau de roni(jnes, et on détermine un certain 
j)()inl qui sera le centre d'un faisceau de rayons correspondanis 
à ces coniques, par la condition que les cinq rayons passant parles 

«'î ùmiptea rcmlux , t. XXWI. p. ()'!.*^: |». i lot^. — Journal de Mnlhnmthl^^'- 

t.XX\Mi,|).o;rKi.\l..i).S:>o:i.'xiJ. I. XIX. i8r>'i.|». ;Uir.. 
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cinq points donnés (autres que les quatre qui sont la base du fais- 
ceau de coniques), correspoudent aux coniques qui passent par ces 
cinq points. Dès lors, les rayons correspondants aux autres coniques 
les coupent sur la courbe du troisième ordre demandée. 

Le problème de la construction d'une courbe déterminée par des 
points est un de ceux qui méritent le j)lus de fixer Tattention des 
géomètres, ])arce que, étant le plus facile dans le problème général de 
la détermination des courbes satisfaisant à des conditions données, 
il doit servir de point de départ lorsque ensuite on adjoint à des 
points des droites prises ])our tangentes des courbes demandées. 
La solution de ce second problème, où les doimécs sont des points 
et des tangentes, exigera bien des développements secondaires, à 
raison des cas particuliers dans les données de chaque (juestion.Mais 
cette étude sera nécessaire pour faire connaître les variétés de fornie 
de toutes les courbes d'un même ordre, et surtout le nombre des 
solutions qu'admet chaque question , en égard au nombre des points 
et des tangentes qui en forment les conditions. 

Nous verrons dans ce chapitre même (p. *>7^), au sujet d'une for- 
mule générale qui renferme la solution de toutes les questions qu'on 
peut se proposer sur les sections coniques , de quelle inq)ortance 
serait, dans la théorie des courbes d'un ordre supérieur, la connais- 
sance de ce nombre de solutions dans les questions où les conditions 
sont des points et des droites prises pour tangentes, conditions 
que nous appellerons élénientairea . 

Sur les courbes du quatrième et du troisième ordre. — Déreloppement ^^^^ 
des conséquences du théorème général concernant la description des courbes 
du quainènie ordre au moyen de deux faisceaux de coniques ^^K — 
La démonstration du théorème relatif aux intersections d'un fais- 
ceau de coniques et d'un faisceau de rayons s'applique au cas 



(•} 



Cofnptes rendus, l. XXXVII. 1 85:5. p. ^^-j^-o-j-j. .'Jj^j-lîfto. /iSy-US. 
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(Ifr (l«Mi\ faiscfaiix <l«* roiiiqiies qui se correspondent une à une: 
Les pfùntx d'intei^fierhfm des coniqueê correspondantes sont sur une eoiirk 
du quatrième ordre ^ parce que celte courbe a quatre points sur une 
<lroito qtioiroiique. Outre ce raisonnement, on donne TéquatioD 
iiKMiic de la courbe. Les «équations de deux coniques du premier 
faisceau étant 8 = 0. S,= 0, et celles des deux coniques qui lear 
correspondent dans le deuxième faisceau* L' = 0, L|=0yréquatioD 
de la courbe est S ( .+ aS, L = 0, a étant un coefficient constaut^^l 

I^ rourix* du quatrième ordre peut devenir, dans plusieurs cas 
particuliers. Tensenddt' cFune droite et d'une courbe du troisième 
ordn*. 11 résuite de là une nouvelle construction de la courbe du 
troisième ordre déterminée par neuf points. 

Le même travail contient quelques propriétés des courbes du 
<[uatrième ordre qui passent par les deux points imaginaires d un 
cercle situés à rinfini '^\ et de celles qui ont deux points iftm^ln 
en ces points imaginaires à Finiini ^''. H est anSvsi question des courbes 
à points A inflexion, ces [)oints pouvant être imaginaires et situés à 
l'infini. 



iSof). Qmshitcdon [réùmélrique des racines des éqimtions du troisième et du 
(jualriime deffre^^-. — La construction géométrique des racines des 
équations algébriques est une des applications les plus importantes 
d(» la Géométrie de Descartes, et a occupé un grand nombre de 



^'^ Sleinor nvail di^jà fait inontion , Jnns 
une coniiiiuninitinn a rAaulf^inic do Ber- 
lin , en 1 848 , do In ipfnonition dos courbes 
par dos faisceaux do courbes de doprds 
infdfriours. anai()|[uo à la {[onoralion des 
coniques au uinyou do deux faisceaux de 
droites, c<* qu'on exprime par ce théo- 
rème : Dunx fli'U.r fuiarraiw de courbât 
(Vordre m vt \\\ r/i// ne correspondent , wie 
à Mie respectiremeut , le lieu des points d'in- 
lersection des courbes correspondantes est 

* courbe d'ordre [ m -t ni ). { \ oir Jonr- 



nal de Crelle, t. XLVII, 1 85 A, p. a, et 
t. XLIX, i855, p. 334; — Journal ie 
Mathématiques de M. Lionville, t. XVIll. 
i853,p. 3io,et t. XX, iSSS! p. S?) 
Mais on n*avaîl point fait l'application de 
celte propi'iétd des courbes à la construc- 
tion effective de la courl)e du troisième 
ordre ni d'aucune autre. 

^' ■ Comptes rendus de l*A cad, t. XXXV 1 1 . 
p. 378. 

t /W. p. 637. 
* !bid. t. XL!, p. 677-680. 
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géoinètre&, iiolàinment Newton dans son Antlmétt4jiw universelle. 
Mais ces cohstruclions , dites gémnéiiiques , parce qu'on y emploie 
des coarbes, reposent sur des considérations de Géométrie analy- 
tique, dont les principales difficultés se rapportent à la pure Ana- 
lyse; car il s'agit de faire dériver Téquation proposée de Félimination 
d'une variable entre les équations des deux courbes. dont on veut se 
servir, équations qu'il faut choisir et associer convenablement. 

On devait désirer que la Géométrie pût se suffire à elle-même, 
en s'affranchissant de la nécessité de recourir aux méthodes ana- 
lytiques.. Tel est Tobjet de la Note sur la construction des racines des 
éffmiWM du troisième et du quatrième dep*é. Cette construction se fait 
fort simplement par les intersections de deux coniques, dont une 
est prise à volonté , et dont l'autre se construit par points. On déter- 
mine ces points sans aucun calcul, et par la simple théorie des 
couples de points en involution sur une droite, en invoquant les 
deux théorèmes suivants, dont le premier suffit pour la construction 
des équations du troisième degré : 
1^ Si y dans l'équation 

a^[àz + b)+x{az + b') + az+b" = o, 

fe deux varûAles représentent les abscisses de points \ elz pris sur une 
«Aw droite f les couples de points x con^espondants à de simples points 
z «on/ m involution y et correspondent anhai'inoniqvenient aux points z. 
s® Siy dans réquatiotk 

x^{az^ + bz+c) + x{az^+b'z+c) + {a"z' + b'z + c'') = o, 

fe déterminant des neuf coejjicients est nul, les variables se (wrespondent 
por eoupleSy et les couples de points qu'elles déterminent sur une droite 
farment deux involutionSy et se correspondent anharmoniqu ornent. 

Nous venons de dire qu'on se sert des j)oints d'intersection 
de deux coniques pour trouver les racines de ré(|ualioii proposée. 
Mais on peut aussi se servir des tangentes communes à deux coni- 
ques. Ce qui fiait une seconde solution géométrique de la question. 

iT). 



^2iH \{\V\H}\vr SLH I.KS IMiOGlikS 

i83o. Principe dp rnrresjmmlanre entre detur objets variahlesi. qui peut éttr 
,d^UN ifratid usage en dromélrie^', — 11 s'aj^il dune correspondance 
oulvr i\m\ srii4*s (]v points siliios sur niir iiK^nie droilo ou sur 
<lrn\ droites, trile, t^nh un point de chaque série corresponde un 
point de l'autre série, ou hieïi qu'à un poinl de la première srrii» 
rorresj)ondrnt deux jininls de la seconde, et cprà un poinl de 
r(»ll4»-ri ne corrf'sponde qu'un poinl de la première. 

Dans le premier ras. les deuœ séries de jmntsfonncnt deux divisions 
lionwifraphiqurs ; et <lans Ir second cas, les couples de points de la seconde 
scric sont en inmlnfion, et correspondent anliannoniquement aux points 
uniiiues de In premirre srric, 

m 

Ces diMix tliéorènies sonl susceptibles d'une foule d'applications 
où un même raisonnement supplée à des démonstrations qui se- 
raient très-diverses. On en conclut une quatrième construction de 
la courlx» du troisième ordre passant j)ar neuf points; ainsi qu'une 
construction delà surface du second ordre déterminée aussi par 
neuf points^- : construction (pii s'applicpie à plusieurs cas parlini- 
li(Ms, noîuinmenl au cas où la surface doit être osculatricc en Iroi^ 
points à une roinhe jjauclie donnée quelconque. On résout aussi 
celle (pn^slion : tnacrire dans un arc de section conique trois cordes 
ronscrntires , sous-fendant des segments égaux; ce qui est une géné- 
ralisation du problème di» la trisection de l'angle. 

Les (piestions cpii rentrent dans les applications du mode de dé- 
monstration dont il s'ajrii ici sont celles dans lesquelles on peut 
reconnaîtn» deux séries de j)oints sur une ou sur deux droites, 
satisfaisant à une des deux conditions de correspondance anliarmo- 
nique énoncées dans les deux théorèmes. Nous verrons plus loin 
qu'il est un principe dr correspondance entre deux séries de points 
sur un(î même droite, qui n'inq)lique pas la nécessité du rap- 
port anliarmoniipie, et qui s'étend à des questions cxtrèmcnienl 

'' Comptes vendus , \. \L1. p. 1097- puis lon^lcmps une construction fort jy"'- 
1 107. j)lo <le ce problème. (Journal de Creln*. 

• On >i.'H* (pio M. Ilosso n donne de- I. WIV, i8A*k p. Sô-Sq.) 
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variées, notamment aux questions relatives aux systèmes de coni- 
ques ainsi qu'aux systèmes de courbes d'ordre quelconque. 

Note sur les courbes du Iroisiènie ordre, concernanl les points d'inter- 
section de ces courbes entre elIes^^K — Les considérations sur les- 
quelles repose la construction de la cubique déterminée par neuf 
points, ainsi que celle des racines des écjuations du troisième et 
du quatrième degré, ont conduit à quelques autres questioîis sem- 
blables, concernant les points d'intersection de deux cubiques as- 
sujetties à passer par des points donnés. Telles sont l(»s questions 
suivantes : Connaissant quatre des neuf points d'intersection de deux 
cubifjues, construire h conique déterminée par les cinq points inconnus. 
— Connaissant cinq des neuf points d' intersection de deux cubiques, 
trouvei* les quatre autres -, — Construire le neuvième point par lequel 
fMissent toutes les courbes du troisième ordre assujetties à passer par 
huit points donnés, Nous citons cette question, déjà traitée par 
MM. VVeddle et Harl^^', parce qu'on > trouve une relation entre les 
«euf points, dont voici l'énoncé : Le rapport anharmonique des qu/itre 
droites menées d'un des neuf points à quatre autres est éfral à celui des 
quatre coniques menéa par les quatre points restants et passant, resper- 
i éventent f par les mêmes points que les quatre droites. 



i8o5. 



'^ Comptes rendus, t. \L[ » iS.');'), 
r». 1190-1197. 

^' M. II. Siebeck, dans un iinportnnl 
^léiuoire l'écent, nfsoul plusieurs (juos- 
^ioDs relatives aux courbes du tix>isiènie 
^l du quatrième ordre déterminées jku* 
^es points dont une purlie peuvent être 
imaginaires, ces points étant quutn^ ù 
«quatre les bases de deiLv faiscenux de 
coniques. 11 construit, entre autres, la co- 
nique des cinq points (f intersection de 
^eux cubiques déterminées chacune pîu' 
un point réel et huit points ima^jinaires 
dont quatre sont communs aux deux 



courbes. ( Voir Annati di \talcmtilirn do 
MM. Brioschi et Cremona. t. Il, 1HG8, 
p. 65 -80.) 

iM. II. J. Siephan Smith traitait, dans 
le même temjïs, divei-ses questions sem- 
blables. ( Voir : ()n aomc (ieometriral Cona- 
tructions, dans les Proceedhiffs oftiœ Lon- 
don Mal/icmatical Society A. II, mai 18G8, 
p. 85- 100; et Ohservatio Geomctrica, dans 
les Annati di Matemalicti de MM. Brioschi 
et Cremona, Milan, t. Il, p. 3l8-.*^.>l.) 

'^ Voir The Onnt)rid(re and DulAin Ma- 
ihemnlicat Journal , t. VI, 1801, p. 8.*? et 
181. 
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1857. Détermination du nmnhre de points qu'on petit prendre arbitrairement 
sur une courbe donnée d'ordre n, pourfoiifiier la base d^ un faisceau de 
courbes d'ordre m<Zn^^K — Cette question est résolue par le théo- 
rème suivant '. 

tof^qu'on veut détenninery sur une courbe d'ordre n , ni^ points formant 
la base d'un faisceau de courbes d^ ordre m <n : 

1 ° 5t m > + 1 , on peut prendre arbitrairetfient sur la courbe d'ordre n 

i[(2,„_„)'^+(3n-2)] 
de ces m^poinU; 

9.® Si m = Ml <C-+i , fe nombre des points qu'on peut prendre arbi- 

• • • 

Irairement est toujours ( 3 m — 2) , quel que soit n , dam la limite n = ou 



ani — 1. 



1857. Deux théorèynes généraux surles courbes et les surfaces géométriques 
de tous les ordres^'-K — Ces théorèmes concernent un faisceau de 
courhes ou de surfaces, d'ordre quelconque, ayant pour base des 
points situés sur une courbe ou sur une surface d'ordre supérieur. 
Nous citerons l'énoncé relatif aux courbes : 

Lorsque n^ points pris sur une courbe A d! ordre m forment la 
base d'un faisceau de courbes d'ordre n <C ni , txmte courbe C„, tordre n , 
inenée par ces n^ points ^ rencontre la courbe A e» n (m — n) autres points 
qui donnent lieu aux propriétés suivantes : 

1® 5t m — n <C n, les n(m — n) points, quoique en nombre supérieur 
[honnis le cas de m = 3 et n= 2) au nombre de points qui suffisent pour 
déterminer une courbe d^ ordre (m — n) , sont toujours sur une courbe de 
cet ordre; 

Et cette courbe rencontre la courbe A en (m — n)^ autres points qui sont 
fixes, quelle que soit la courbe d'ordre n menée par les v? points de A: de 
sorte que ces (m — n)^ points sont la base d'un faisceau d'ordre (m — n) ; 

â"* Si m — n = OM > n , par les n(ni — n) points d! intersection de ket 



(I) 



(lompten rendus, l. XLV, p. l\g^. — '*^ Ibid, i. WM, p. ioGi-1068. 
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ievj^^et' f -autres pomU de A i)ris arbitratrernetil y 

on peut toujours faire passer une courbe (Fordre (m — n) ; 

p. ' (m— an -4- I Km — 2114-2^ • , • l-, • , 4 

tA SI ces points pris arbUratremenl sur A res- 
tent JixeSj toutes les courbes (Tordre (m — ii) rencontrent A en 

Mres points qui sont fxes aussi y et qui avec les premiers, pris arbi- 
trairement y foiment la base d'un faisceau d^ ordre (ni — n). 

3® Dam les deux cas énoncés y les courbes d! ordre (m — n) et les 
courbes C^ se correspondent une à une, et fonnent ainsi deux faisceaux 
générateurs de la courbe A. 

Pour une surface A d'ordre w, les faisceaux de surfaces généra- 
trices d'ordre n et (m—n) ont pour bases sur A des courbes à double 
courbure d'ordre m* et {m—ny. 

Résumé iune théorie des coniques sphériques honwfocales ^^\ — Cette i8Co. 
théorie des coniques sphériques honiofocales repose sur la notion du 
cercle imaginaire situé à Tinfini sur une sphère , c'est-à-dire du cercle 
provenant de l'intersection de la sphère et du plan situé à Tinlini. 

La considération du cercle imaginaire situé à TinGni conduit avec 
une extrême facilité à une foule de propriétés des coniques sphéri- 
ques homofocales, de même qu'en Géométrie plane les deux points 
imaginaires situés à l'infini sur un cercle sont la base de toute la 
théorie des coniques homofocales. Le cercle imaginaire de la sphère 
fournit même les définitions les plus simples des éléments princi- 
paux que l'on a à considérer dans les coniques sphériques, d(î leurs 
centres, leurs foyers, leurs arcs cycliques. Ainsi : 

Les censés d^une conique spfiérique sont les trois couples de points, 
opposés deux à deux diainétralement , dont chucun a le même arc polaire 
dans la conique et dans le cercle imaginaire situé à l'infini, 

^' Comptes rendus, t. Fi, p. O-i^J-G.'K], mais iSlio. 
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Les fofjcrs df la voniquo mnt ha joints de concours des arcs tangent$ 
communs à la cou'uiiw et au cercle imafrinaire (en d'autres termes, sont 
l(»s soiiiinols rr<»!s(lu qiia<lrilcilùre sphérique [imaginaire] circonscrit 
à la r()iii(|in» ef au ('«mtN»). 

Ij's arcs ajcliques do la conique sont les deux arcs de gtwïds cerch 
(toujours réels) sur lesquels se trourent les points d^ intersection (tnwg^i- 
naires) de la conique et du cercle imaginaire (en d'autres termes, ces 
arcs soiil les rolés réels du quadrilatère sphérique [imaginaire] 
inscrit à la coiiiciut» v[ an crrric). 

il <»sl une ])r()])rir1('MrnM système de cônes de révolution de même 
sommet, (|ni jonc aussi nn {çraml rôle dans ces recherches; elle 
consiste (»n ccî qnt» tous ces cdnes ont un double contact avec le cône {ima- 
ginaire) asf/mptote dune sphère décrite de leur sommet comme centre. 

On peut encore dire qnc : 

Tous les cônes de révolution de même sommet ont pour hases^ sur m 
phin quelconque, des coniques qui ont toutes nn double contact avec un 
même cercle imaginaire, dont le centre est le pied de la perpendictdaire 
abaissée du sommet des cônes sur le plan. 

Les propriétés trùs-nond)renses des coniques s[>liériques homo- 
locah^s jxnivent s(» rallaclM4' à cjuatre propositions fondamentales, 
dont chacuih» se |)rél(» à d<»s consécpiences très-variées (*'. 

uSGo. Itésumé d'ane théorie des surfaces du sec&nd ordre homofocales^^'. — 
dette théorie des snrlaces du s4'cond ordre homofocales repose sur 
cette propiiélé empi'ujilée de \ Aperçu historique, comme on Ta vu 
(chapitre n), savoir, que les surfaces dont il s'agit sont toutes ins- 
crites dans une même surface développable dont trois des lignes 
de striction sont les coniques focales (deux réelles, et la troisième, 
iniajjinain*) du sxstème, et la (|uatrième est le cercle imaginaire 
silué à linfini. 

' M. (Ireinona il (ioiiiKWiiie démons- tuatù/uca, t. Xl\, 1860, p. âëcj-ajQ.) 
tratioii aiialylicjiio de ces quatre proposi- ^' Comptes vendus, t. L, p. ioo5-io63, 

lions. (Voir \ourel/cs Annates de Mot/té- et M!0-iii5. 
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On conclut de là, avec une grande facilité, un très-grand nombre 
de propriétés des surfaces honiofocales, qu'on rattache, comme 
celles des coniques homofocales , à quatre propositions générales. 

De plus, et cela est remarquable, ces quatre propositions déri- 
vent elles-mêmes d'une seule, qui forme ainsi un théorème fonda- 
mental, dont voici l'énoncé : 

Si quatre surfaces du second oindre sont telles^ que la développable 
monscrite à deux d! entre elles ^ et la développable circonscrite aux 
deux autres^ soient circonscrites à une cinquième surface du second 
ordre, il en sera de même des deux développahles circonscrites aux 
quatre surfaces prises deux à deux d'une autre manière, c est-à-dire 
que ces deux développahles seront circonscrites à une sixième surface du 
second ordre. 

Une des surfaces peut ()tre infiniment aplatie et devenir une 
conique : cette conique peut être le cercle imaginaire situé à l'infini, 
ce qui accroît encore le nombre des conséquences qui découlent 
de chacun des quatre théorèmes généraux ^'\ 

Rétablissement du Tr\ité des Porismes d'Elclide. 



Parmi les ouvrages des mathématiciens grecs qui ne nous sont 
pas parvenus, aucun n'a plus excité les regrets et la curiosité des 
géomètres des siècles derniers que le Traité des Poiismes d'Euclide. 

Cet ouvrage ne nous est connu que par la Notice qu'en a donnée 
Pappus dans le VI^ livre de ses Collections mathématiques, et par 
une très-courte mention de Proclus dans son Commentaire sur le 
premier livre des Eléments d'Euclide. 

Mais ce qu'en dit le premier de ces auteurs, <[ui était lui-même 
un géomètre éminent et des plus compétents pour apprécier les 

'*^ M. Lagueri*e a fait une application matiques dont nous parlerons plus loin 
utile de plusieurs de ces propositions dans (chap. v). 
des i-echercbes sur les surfaces anallag- 
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œuvi'es de ses devanciers, a été bien propre, indépendamment du 
nom d'Euclide, à faire naître les regrets des modernes, et leur 
désir de retrouver ou de parvenir à rétablir un ouvrage aussi pré- 
cieux; car, selon Pappus, cr cet ouvrage renfermait une ample coHec- 
crtion de propositions d'une conception ingénieuse et d'un très-utile 
cf secours pour la résolution des problèmes les plus difficiles, i^ 

Aussi Montucla a-t-il pensé que ce Traité des ParUmes «r était le 
Cf plus profond de tous les ouvrages d'Euclide, et celui qui lui ferait 
rr le plus d'honneur s'il nous était parvenu ^'^ fi 

La Notice de Pappus renferme deux déGnilions de ce genre de 
propositions, appelées Parismes par Euclide, et vingt-neuf énoncés 
qui s'y rapportent; mais le tout en termes si concis et si obscurs, 
que les géomètres, à diverses époques, ont vainement cherché à 
en pénétrer le sens. 

Effectivement ces énoncés, qui caractérisent les différents genres 
de Porismes, comme le dit Pappus, expriment simplement certaines 
conditions auxquelles doivent satisfaire des choses cherchées^, et 
ces choses (points, lignes, grandeurs), qui constituent l'hypothèse 
dans chaque question, ne sont pas définies et doivent être trouvées : 
de sorte que chaque (renre comporte des hypothèses qui peuvent 
être très-variées. 

Parmi les géomètres qui ont laissé quelques traces de leurs 
efforts dans la divination de cette doctrine se présentent d'abord 
Albert Girard, Fermât, Boulliau, Renaldini et Halley. Mais c'est 
Robert Sinison, professeur à l'université de Glasgow, qui, le pre- 
mier, vers 1720, a fait quelques pas heureux dans la pénétration 
du mystère des Porismes. 

^*' Histoire des Mathématiques, t. I, (rposîtionibus differendbin èôiitingit, eo 

p. a 1 5. (T quod génère sint éadem. Itaque io primo 

^'^ (rEt positiones quidem omnes inler rrlibro liœc gênera qaœsitorum in propo- 

(Tse différant, cum spcciaiissimaesinl, ac- frsitionibus statukrë oportet. . . «> (P^^ppi 

(fcidentium vero el quœsiloruni imuni- Mathematicœ Colkctiones , p. âA6.) 
«quodqiie nnuin el idem exisleiis muïlis 
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La Notice de Pappus donne les définilions suivantes du Théo- 
rème, du Problème et du Porisme : 

Le Théorème est une proposition où Ton demande de démontrer 
ce qui est proposé ; 

Le Problème est une proposition où Ton demande de construire 
ce qui est proposé ; 

Le Porisme est une proposition où Ton demande de trouver ce 
qai est proposé. 

Pappus ajoute que cette définition du Porisme a été changée 
par des géomètres qui, ne pouvant pas tout trouver, se conten- 
taient de prouver que la chose chercliée existe, sans la déterminer. 

11 dit encore que «r ce qui constitue le Porisme est ce qui manque 
ffà Thypothèse d'un théorème local; que les lieux géoniéiriques sont 
ffune espèce de Porisme.*? 

Ces deux phrases font connaître un caractère essentiel des Po- 
rismes, savoir, que ce sont des propositions dans lesquelles une 
inGnité de choses satisfont à la question, comme dans les propo- 
sitions locales. 

En outre, Pappus rapporte la proposition suivante, comme 
.exemple des énoncés de Porismes : 
-* Si autour de deux points fixes P, Q on fait tourner deux droites qui 
le coupent sur une droite donnée L , d4)nt une fera sur une droite fixe AX , 
imnée de posiiiony un segme^it Âm compté à partir d'un point donné A sur 
cette droite y on pourra déterminer une autre droite fixe BY et mi point 
fixe B sur cette droite ^ tels, que le sèment Bm' que la seconde droite 
tournante fera sur cette seconde droite fixe, à partir du point B, soit au 
jremier segment Am dans une raison donnée X. 
: L'ouvrage d'Euclide contenait cent soixante et onze proposi- 
tions, que résument les vingt-neuf énoncés ou genres de Porismes 
donnés par Pappus. Voici, comme exemples de leur forme concise 
Iténigmatique, quelques-uns de ces énoncés : 

Le rapport de telle droilo à telle abscisse est donur. 

Telle droite est donniM*! do position. 
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Tel reclau{r|<; sruK ou tel reclaiiglc plus uu ccrtaiu espace doimé 
esl dans une raison donnée avec telle abscisse. 

li existe un point tel, (jue l<*s droites menées de ce point com- 
prennent un Irianj^le donné d espèce. Etc. 

II 

(^esl en s'aidant des indications i'ournies par cette Notice de 
Pappus ([ue H. Sinison a découvert le principe constitutif des 
Porisnies, et principalement la l'orme de leurs énoncés; ce quil 
exprime par !a définition suivante : 

crPorisma esl Propositio in (jua proponitur demonstrare remali- 
rcpiam, vel plures datas esse, cui, vel quibus, ut et cuilibet e\ 
r rébus immmeris, non c|uidem datis, sed (|ua' ad ea qua3 data smiV 
creandem babent ralionem, convenire oslendendum est affeclioueni 
(cquandam communem in Propositione descriptam.^ 

11 donne divers exemples de Porismes, dont quelques-uns satis- 
font à six des vin{{t-neuf types ou ffcnres sous lesquels Pappus 
résumait fouvrajje d'Eudide. 

Simson laissait donc intacts le plus {jrand Jiombre de ces vingt- 
neuf énoncés. En outre, il n'a pas recbercbé comment cette doc- 
trine devait être éminemment utile, comme le dit Pappus, pour la 
résolution des problèmes, et (piels rapports elle pouvait avoir avec 
les pro])ositions et les métbodes des temps modernes, qui, ainsi 
que nous le dirons plus loin, font suppléée à notre insu. 

Bien que les vues de Simson paraissent satisfaire à l'interpré- 
tation de divers passa^jes de Pappus, plusieurs géomètres en An- 
gleterre, sans les rejeter absolument, y trouvèrent de robscurité 
et s'en écartèrent, se faisant une idé(^ dilférente sur Torigine des 
Porismes. 

Pbnfaii', dans un Mémoire intitulé: Ou llte Origin and Jurcstiga- 
lion of Porlsms^^^ dit : cr l)n Porisme est une proposition allirniant la 

'■ Lu il la Société royale d'iùliiiibourii tions do. la Sociiflc, vol. III, pari H. 
lo -j avril lyçi^î; inséré «lans los Tnmmr- «7<)'»- p. liV'i-ao'i. 
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(T possibilité de trouver des conditions qui rendent un certain pro- 
irblème indéterminé, ou susceptible d'une infinité de solutions.- 

li parait, d'après Playfair lui-même, que le célèbre philosophe 
écossais Dugald Stewart, loi^squ'il suppléait son père, Matthew 
Stewart, dans la chaire de Mathématiques d'Edimbourg, avait déjà 
conçu cette manière de considérer les Porismes, qui depuis a aussi 
été celle de John Leslie^^ . 

Lawson'*', Wallace'^-, lord Brougham(*\ puis Lhuillier ^^\ ont aussi 
traité des Porismes, mais sans émettre de notions essentiellement 
différentes de celles de Simson et de Playfair. Depuis, M. Babbage, 
le célèbre auteur de XAnalylical Eughw, a consacré un savant Mé- 
moire d'Analyse à cette question des Porismes ^^'^ 

III 

Ce sont les vues mêmes de Simson sur la forme dos énoncés des 18G0. 
Porismes qui ont été suivies dans la Note 111 de X Aperçu histo- 
rique; et leur développement a fait, depuis, le sujet de l'ouvrage 
publié en 1860 sous le litre : Les (rois livres de Porismes dEiiclide, 
rétahlispour la première fois , d'après la Notice et les Lemmes de Pappus, 
^i emiforniément au sentiment de li. Simwn sur la forme des énoncés de 
^es propositions. 



^'^ Geometrical Amlysis, iii-8% Edim- 
bourg. 180g. 

^*' Trtatise concennnff Porisms , 1777, 

^'^ Some ffeometr. Porisms, clc. (Tranv- 
wtkms o/the Royal Society of Edinburgh, 

^798.) 
^*^ General Theorems, chiejly Porisms, 

^tkehigher Geometry.(PhUosophical Trans- 
mettons ofthe London for the ycar 1798.) 

^'' Eléments d'Analyse géométrique et 
d'Analyse algébrique , in-/i% 1809. 

^*^ On the Application of Analysis to the 
Diseorery of Local theorems and Porisms. 



(Transactions of the Royal Society of Edin- 
burgh, vol. I\, i8ao, p. 337.) — On 
Porisnts. (Edinlfurgh Encyclopedia , in-A'*.) 
On trouve, dans un Mt^moire de Th. 
Stephcns Davies : On the algebraical ana^ 
lysis of Porisms, une indication succincte 
des géomètres qui se sont occupés des 
Porismes, suivie de démonstrations ana- 
lytiques de dix- huit Porismes pris des 
ouvrages de Simson, Playfair, Wallace, 
J. Lesiie . Noble , (jompertz , et de ï Aperçu 
historique, (Yoiv TheMathcmatician , vol. 1 ; 
London, i8/i5, p. Aa-ôA.) 
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Nous allons présenter succinctement la substance de cet ou- 
vrage. 

On y donne du Porisme la définition suivante, conforme, au fond , 
à celle de Simson, bien que différente dans les termes : 

(r Le Porisme est une proposition où entrent des objets variables 
rr (telle qu'une proposition locale), dans laquelle on a à démontrer 
(tune chose annoncée comme vraie, et à trouver l'état ou manière 
(r d'être de cette chose, en grandeur et en position. t) 

Dans les Porismes, la chose annoncée et qu il faut trouver^ comme 
le dit Pappus, est appelée donnée y ce qui signifie qu'elle est une 
conséquence des données véritables, c'est-à-dire des conditions de 
la question. 

D'après cela, l'énoncé suivant est un Porisme : 

Dans r ellipse y la somme des rayons vecteurs est donnée; car cette 
proposition exprime que la somme des rayons vecteurs est une 
chose constante dont la valeur est à déterminer. On dit maintenant : 
Dans V ellipse j la somme des rayons vecteurs est constante. 

Aux yeux des anciens, cet énoncé n'aurait point exprimé \m théo- 
rème ^ ou du moins aurait été un théorème incomplet ^ parce que 
l'énoncé d'un théorème ne devait rien laisser de non déterminé. 
Aussi disaient-ils : La somme des droites menées des foyers à un point 
de la courbe est égale au grand axe (*l 

Cet exemple suffit pour montrer quel était le caractère propre des 
Porismes et leur différence avec les théorèmes. On voit aussi que 
ces propositions participaient du problème, parce qu'il fallait dé- 
terminer la valeur de la chose dite donnée^ ou constante. 

Aujourd'hui, dans les différentes branches des Mathématiques, 
on admet des énoncés de théorèmes non complets; ces théorèmes sont 
des Porismes. 

La remarque précédente prévient une difficulté grave, qu'on n'a 
pas soulevée, je croîs, et qui, néanmoins, existe dans cette grande 

^'^ Si in ellipai, a pwictis ex compara- uentur, ipsi axi œquales erwit, (ApoHmin 
tionefactis ad sectionem rectœ llncfp incii- Conicorvm lil). III. prop. lu.) 
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question de la doctrine des Porismes; car, nonobstant son utilité 
dans les recherches mathématiques proclamée par Pappus, cette 
doctrine aurait disparu de la science, ce qui doit paraître inad- 
missible. Mais, loin qu'elle ait disparu, c'est la science qui se Test 
incorporée, en modifiant à notre insu la forme ancienne des théo> 
rèoies pour lui substituer celle des Porismes. 

IV 

Nous avons dit que les propositions rétablies par Sinison comme 
Porismes ne se rapportaient qu'à six des vingt-neuf énoncés de 
Pappus. D'oà venait donc la difficulté que présentaient les autres 
énoncés? Cette difficulté dont on ignorait la cause, et qui a été le 
principal obstacle au rétablissement de l'ouvrage d'Ëuclide, est 
maintenant connue : c'est que la plupart des énoncés rebelles 
résument des propositions qu'Ëuclidc avait introduites dans son 
Traité. des Porismes, et qui, ne s'étant point trouvées peut-être dans 
d autres ouvrages grecs, ne nous étaient point parvenues et étaient 
par conséquent ignorées de Simson, comme de tous les géomètres 
contemporains. 

Eiïectivement, ces propositions renferment presque toutes des 
relations de segments s'cxprimant par des équations à trois et i\ 
quatre termes, telles que 

ûurz -h Sa? + yz + 5= o , 

xctz étant les abscisses de deux séries de points comptés sur une 
ou sur deux droites. Or on ne connaissait jusqu'à ces derniers temps 
de telles relations que dans l'hyperbole rapportée aux asymptotes. 
Mais il n'était question dans les Porismes d'Euclide que de la ligne 
droite et du cercle : on ne pouvait donc pas songer aux équations 
de l'hyperbole, et il fallait découvrir tout un ensemble de proposi- 
tions, en quelque sorte plus élémentaires, et relatives principale- 
ment à des systèmes de points et de droites. 
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Ces propositions sont celles qui dérivent aujourd'hui de la noliou 
du rapport anharmonique de quatre points, et des divisions hotnoffron 
phiques sur une ou sur deux droites. 

Ce sont donc ces théories élémentaires, devenues depuis quel- 
ques années la base de la Géométrie supérieure^ qui devaient être 
la clef de la restitution de l'ouvrage d'Euclide. 

ElFecli veulent, on avait remarqué dans les lemnies de Pappus, 
se ra])portant auxPorismes, certaines traces de la théorie des trans- 
vers(des, telles que quelques propriétés relatives au rapport har- 
monique de quatre points, et une relation d'iwro/Mfton dans le qua- 
drilatère coupé par une droite ''^. Mais c'est surtout une autre 
proposition, inaperçue d'abord, qui forme la chaîne la plus forte 
entre l'ouvrage d'Eudide (*t les théories modernes : nous voulons 
parler de cette propriété, que le rapport anharmwiique de quatre points 
se conserve en perspective. Celte simple proposition, exprimée en 
d'autres termes, bien entendu, se trouve démontrée six fois, c'est- 
à-dire dans six lenimes différents; et eu outre Pappus en fait usage 
pour la démonstration de plusieurs autres lenimes^^^ 

Ainsi donc l'élude elle développement des théories élémentaires 
de la Géométrie moderne étaient nécessaires pour parvenir au ré- 
tablissement des trois livres des Porismes d'Euclide. 

Telle est la cause qui a arrêté les géomètres du siècle dernier 
dans l'accomplissement de l'œuvre dont Simson avait posé le prin- 
cipe. 

V 

La distinction ([ue nous avons faite ci-dessus (S 3) entre les Po- 
rismes et les théorèmes locaux est précisément celle qui existait entre 
les Données d'Euclide et les théorèmes ordinaires. Aussi l'on peut 
dire que les Porismes sont, par rapport aux propositions locales, ou 

^^^ Voncehl, Traite des propriétés pro- ^*^ Lemines III, X, XI, XIV, XVI, 

iectives des figures, p. xxxvi. xui, 17, XIX. (Propositions 1 99, 1 36, 187, lâo, 
83, 9îî. 1 Aa, i^j5.) 
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plus généralement aux propositions dans lesquelles une infinité do 
choses (points, ou lignes, ou grandeurs) satisfont à une question, 
ce que les Données d'Euclide sont aux théorèmes ordinaires. Dans 
h Pommes comme dans les Données, la chose dite donnée est ce 
qu'il faut trouver. De sorte que c'est la conception de son livre des 
Bornées qu Euclide a étendue aux propositions locales. 

L'ouvrage de Diophante, qui roule sur l'Analyse indéterminée, 
renferme quelques propositions sous le nom de Poris^nes^ auxquelles 
on n'avait pas fait attention. Ces propositions satisfont aux condi- 
faons qui constituent les Porismes tels que nous les avons définis. 

Un autre exemple de Porismes se trouve dans un petit traité 
arabe que M. L. A. Sedillot a fait connaître, intitulé : Les Connues 
géométriques y par l'astronome Hassan ben Haithem, qui florissait au 
Caire dans le premier tiers du xi® siècle '^). Cet ouvrage renferme 
tout à la fois des propositions locales^ des données proprement dites 
et des propositions de môme énoncé que les Poriwws (^'. 



^'^ Nouveau Journal asiatique , ]83â. 

<*) On doit à M. L. A. Sediliot la d6- 
eonverte de plusieurs autres faits impor- 
tants dans la carrière scientifique des 
Arabes. Nous citerons particulièrement la 
oonstroction gëomëtrique des équations 
du troisième degré, qu'il a trouvée dans 
nn manuscrit arabe de la Bibliothèque 
impériale (Ms. n* iioâ), et la troisième 
in^alité de la lune^ la variation, qu il a 
reconnue dans le traité d'Astronomie 
d*Aboul Wéfa. 

Le manuscrit relatif à la construction 
des équations du troisième degré n'est 
qu un fragment d'un traité que réminonl 
orientaliste dont les géomètres déplorent la 
perte récente, M.Woepcke, a trouvé plus 
complet dans la bibliothèque de Leyde, et 
dont il a donné la traduction sous le titre : 
L'A Iffèbre d'Orner A Ikhâyyâmi, etc. Paris , 
i85i, grand in-8*. 



I/exislence, dans Fouvrage d*Aboul 
Wéfa, de la variation, qu'on regardait 
comme une des découvertes les plus im- 
portantes de TAstrononiie moderne, due 
à Tycho Brahé, a été contestée d'abord et 
a donné lieu à des discussions assez pro- 
longées h TAcadémie des sciences et dans 
le Journal des Savants; puis, dans ces 
derniers temps, à de nouvelles disserta- 
tions, qui ont paru mettre hors de doute 
la réalité de l'importante découverte df» 
M . Se<lillot. ( Voir : Comptes rctidus de V Aca- 
démie des sciences, t. II, i836, p. aor2, 
•j58, :]oi; t. XVI, i8/»3, p. i/iA6; 
t. XVII, i8A:], p. iG3; t. XVIII, i8/i/i, 
p. h%\ t. XIX, 18^4, p. 1099; t. XX, 
1 8'i5 , p. 1 3 08 ; — Journal des Savants, 
i863, p. 5 A3, 609, 69^1, 719; i84/i, 
p. ùHo, 693 ; — Matériaux pour sentir à 
Vhistoire comparée des sciences viathéma- 
tiques chez 1rs Grecs et les Orimtauœ, \mv 
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Ces exemples de Porismes dans Touvrage de Diophante et dao^ 
le traité arabe ne sont pas sans intérêt. Ils confirment la doctrine 
suivie dans le rétablissement des trois livres d'Ëuclide, et ils pei*-^ 
mettent d'espérer que Ton pourra trouver un jour, dans les manus^ 
crits arabes qui n ont point encore été suffisamment explorés ^ 
d'autres émanations de la conception d'Ëuclide. 

i86o. Propriétés relatives au déplacement fini y dans Fespace^ ffunefigur^^ 
déforme invariable ^^\ — Ce Mémoire fait suite aux recberches sur^ 
le déplacement infiniment petit d'une figure dans Tespace dont i 
a été rendu compte précédemment (cliap. ii, p. nU). 

Les questions du déplacement fini ou infiniment petit d'une 
figure dans son plan, ou dans l'espace, considérées au' point de 
vue purement géométrique, c'est-à-dire en faisant abstraction du 
temps et des forces, se réduisent à l'étude des propriétés relatives 
à deux ligures égales, placées d'une manière quelconque Tune par 
rapport à l'autre, car le mode de déplacement même résultera de 
ces propriétés. 

• Au lieu de deux figures égales, on peut considérer deux figures 
semblables, ainsi que l'auteur l'avait fait dans un Mémoire antérieur 
(cliap. 1, p. 77), et plus généralement deux figures homographiques 
(|uelconques. 

Le cas de deux figures égales, qui est le plus simple de la 
théorie des figures homographiques, a d\\ être traité directement, 
à raison de l'importance qu'il présente en Mécanique, où il forme 
les éléments naturels de cette branche de la science, introduite 
depuis quelques années sous le nom de Cinématique, où l'on traite 
du mouvement considère indépendamment de ses causes, 

L. Am.Scdillol; Paris, i8/i5. in-8", p. li^- i8Gt^ : Sur la découverte de la Variation 

2/13; — Lettre à M. Scditlol sur la ques lunaire, parle môme.) 
tion de la Variation lunaire découverte par "^ Comptes rendus, t. Ll, p. 855-8C3, 

Aboul Wéfa , par M. Chasles (mars 1 8(i'j) ; î)<>'^>-9 1 '< • ^^ <• Ï^H • p- 77"8«^ • * 89-1 97 . 

— Comptes rendus de l \ 1 cadèm *V , t . IJ V , ^1 8 7 - f) ( n . 
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Cette branche et la Statique constituent les connaissances fonda- 
mentales qui doivent précéder l'étude de la Dynamique, où Ton 
considère à la fois les mouvements et les forces qui les produisent^^K 

L'idée d'étudier les mouvements indépendamment des forces ^ qui 
aurait pu être suscitée depuis fort longtemps par l'objet même de 
h Statique y où l'on traite de Véquilibre^ c'est-à-dire des forces, indépen- 
damment des mouvements, fut émise il y a trois quarts de siècle par 
on jeune capitaine du génie, Carnol, dans son Essai sur les Ma- 
chines en général^ et reproduite par l'auteur dans sa Géométne de 
portion y puis dans un rapport à l'Institut. Cependant elle était res- 
tée inféconde, ou du moins dans l'oubli, quand Ampère, qui en 
comprit le caractère, dans son Essai sur la philosophie des sciences, 
regarda l'étude des mouvements considérés en eux-mêmes comme devant 
être le sujet d'une des divisions distinctes de la Mécanique, et asso- 
cia cette étude à la Statique, sous le nom de Cinématique. 

Les questions du déplacement d'une figura sur le plan ou dans 



'') On s'est écarte depuis quelques an- 
n^ de cette distinction enlre la Statique 
et la Dynamique, en proscrivant la subor- 
• dination de la Dynamique a la Statique, 
Cependant cet ordre d'ëtude. observe par 
tous les géomètres de tous les temps. 
est coromalidé par la nalure du sujet; car 
la Statique est une science faite, n exigeant 
que la simple Gëomëtrie, et dont les a])- 
plications ne demandent pas au delà du 
calcul difTërentiel ; tandis qu au contrairo 
la Dynamique, science compliquée, sou- 
mise k des conditions et h des principes 
étrangers h la première, et toujours en éla- 
boration, repose, dans ses applications, 
snr les lois mêmes de la Statique, et 
rencontre toutes les difficultés du calcul 
intégral. Dans ce nouvel ordre d'idées, 
la science de l'équitibre est regardée comme 
un cas particulier de la Dynamique ; ot le 



nom même de Statique n'est plus pro- 
noncé dans les programmes. Cette tenta- 
tive, ce pas rétrograde, comme Ta dit aus- 
sitôt M. Duhamel {Cours de Mécaniqtte, 
1 " partie, 1 853, j)réfacc), dont les univer- 
sités étrangères se sont bien gardées, de- 
vait introduire dans Tétude générale de la 
Mécanique une confusion et une obscurité 
contraires à l'esprit des Mathématiques, 
et très- préjudiciables à Tintelligcnce de 
celte partie des sciences et aux études ul- 
térieures. L'expérience, du reste , paraît en 
avoir été suffisamment faite dans l'ensei- 
gnement classique, comme dans les écoles 
d'application m<)mes. Faisons donc des 
vœux pour que Ton ne tarde point h re- 
venir réglementairement k l'étude pre- 
mière de la Statique, sous le nom même 
de celte partie fondamentale de la Méca- 
nique. 



} 
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Tespace, traitées d'abord comme simples spéculations de pm« Géc^- 
métrie, sont devenues les éléments naturels, comme nous venons 
de le dire, de cette partie nouvelle de la Mécanique, et ont R\^ , 
à ce titre, lattention de plusieurs auteurs. 

Le travail dont il s'agit ici a une certaine étendue; nous indi- 
querons simplement les divers paragraphes qu'il renferme : 



I. Propriétés relatives au déplacement d'une flgure plane dans son piai 
Composition des rotations et des translations flnies dans un plan. 

II. Propriétés relatives à deux figures symétriques placées d'une manièsT-^ 

quelconque dans le même plan. 
III. Déplacement d'une ligne droite dans l'espace. 
rV. Déplacement d'une figure plane dans l'espace. 
V. Déplacement d'une figure sur la sphère. 
VI. Déplacement d'un corps solide libre dans l'espace. 

Des cordes qui joignent deux à deux les points homologues de deux corf^ 

égaux. 
Direction et grandeur d'une corde dont le point milieu est donné. 
Propriétés relatives à deux droites homologues. 
Propriétés relatives à deux plans homologues. 
Corps milieu relatif à deux corps égaux. 
Propriétés relatives au système de deux rotations conjuguées. 
Construction de l'axe central relatif à deux corps égaux. 
VII. Notice historique sur la question du déplacement d'une figure de forme 
invariables*^. 

Courbes a double coorburb. 

Les courbes à double courbw^, qu'on appelle aussi courbes gauches , 
proviennent de rintersectîon de deux surfaces. On les définit, en 

^'^ Les géomètres cites dans cette No- MM. Bellavitis, Bresse, Breton (de Champ), 

lice sont, après Descartes : Jean BernouHi , Donqiiin , Ph. Gilbert , G. Giorgini , de Jon- 

Clairaut , Euler, D' Alemberl , Giulio Mozzi , tpiières , TabW Jullien , I^marle , F. Lucas . 

LoxpII, Prony, Rodrigiies, Poinsot, Caii- Maiinhcim, Mobius, Résal, G. Salmon. 

cliy, Poiicelot, Leféburo de Foiircy: Slegninnn,Sleichen,Sylvester,A.Transon. 
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Géométrie analytique, par les équations des deux surfaces. Mais, 
bien que l'on déduise de là l'expression générale des éléments prin- 
cipaux de ces courbes, leurs tangentes, leurs plans osculateurs, 
leurs rayons de courbure, etc., ces deux équations ne se prêtent pas 
à fétude des propriétés de chaque classe particulière de courbes, 
indépendamment des difficultés de calcul , une certaine complication 
uait de cette circonstance, que la courbe que Ton a à considérer 
n'est pas toujours la courbe complète d'intersection de deux sur- 
faces, cette courbe complète pouvant être formée de deux branches 
distinctes : cela a lieu nécessiiirement pour les courbes gauches 
dont Tordre est un nombre premier , parce que l'ordre de la courbe 
d'intersection complète de deux surfaces est le produit de deux 
facteurs respectivement égaux à l'ordre des deux surfaces, et con- 
séquemment n'est pas un nombre premier. C'est ainsi que les courbes 
gauches du troisième ordre s'expriment par les équations de deux 
hyperboloïdes qui ont une génératrice commune, cette génératrice 
formant la seconde branche de l'intersection complète des deux 
hyperboloïdes. 

Les branches étrangères, qu'il faut ainsi associer aux courbes 
dont ou s'occupe , compliquent les calculs de la Géométrie analy- 
tique : aussi l'étude des courbes gauches avait fait peu de progrès 
jusqu'à ces derniers temps. 

C'est à de simples considérations de pure Géométrie que l'on a 
recours dans les Mémoires dont nous avons à parler dans ce mo- 
ment. 

On y considère les courbes du troisième et du quatrième ordre, 
les courbes d'ordre (am+i) tracées sur Fhypcrboloïde, et plus 
généralement d'ordre (Km + n) sur une surface réglée d'ordre K 
quelconque. Et l'on développe un système de coordonnées recti- 
lignes propre à l'étude des courbes tracées sur l'hyperboloïde. Nous 
allons présenter une analyse succincte de ces diverses recherches 
qui ont été le sujet de plusieurs communications à l'Académie des 
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1857. Prapriétés (les courbes à double coui^bure du troisième ordre ^^\ 
— Plusieurs des nombreux résultats que renferme ce travail 
avaient déjà fait le sujet d'une des Notes de V Aperçu historique ^^K 
Nous en rapporterons ici quelques-uns : 

Six points donnés dans V espace déterminent une courbe du troisième 
ordre. — Un cône qui passe par la courbe, et qui a son sommet en un de 
ses points, est du second ordre. — Lorsque deux droites s appuient chor 
cune en deux points sur une courbe du troisième ordre, si autour de ces 
droites on fait tourner deux plans se coupant toujours sur la courbe , ces 
plans forment deux faisceaux homographiques, — Une courbe du troi- 
sième ordre est le lieu des points c^ intersection des rayons homologues 
dans deux faisceaux de rayons appartenant à deux figures homogra- 
phiques ^^\ — Si autour de trois droites de ï espace on fait tourner trois 
plans qui forment trois faisceaux homographiques (^c'est-à-dire que les 
plans se correspondent anharmoniquement) , le point d'intersection de ces 
trois plans décrit une courbe gauche du troisième ordre. 

Ce dernier théorème, dont il se trouvait déjà des applications 
dans X Aperçu historique (p. /io5, art. 8,9 et 10), est un cas par- 
ticulier d'une propriété générale de trois faisceaux de surfaces 
homographiques, d'ordre quelconque, que l'on trouvera dans le 
Mémoire suivant. 

La surface développable enveloppe des plans osculateurs d!une courbe 
du troisième ordre est du quatrième: ordre. — Par un point donné, on peut 
mener à cette surface trois plans tangents. Le plan des trois points de con- 
tact passe par le point donné. — On conclut de là cette proposition : Une 
courbe du troisième ordre peut prendre un mouvement infiniment petit, 
dans lequel ses points se dirigent suivant les normales aux plans oscula- 
teurs à la courbe en ces points. — Les points d^une courbe du troisième 

<*^ Comptes rendus, t. XLV, 18S7, ^'^ Cette génération de la courbe du 

p. 189-1 97. troisième ordre avait déjà été donnée par 

^'^ Note XXXin : Relations entre sept M. Fr. Seydewitz dans les Archivée de 

points d'une courbe à double courbure du Mathéfnatiques et de Physique deGrunert, 

troisième ordre. Diverses questions où ces t. X, 1867, p. 3o3-aiâ : Lineàre Kons- 

courbes se présentent, p. 4o3-4o7. truktion ciner Curve doppelter Krûmnwng. 
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ordre étant considérés comme formant une première fgure , les plans oscu- 
kleurs en ces points forment une figure corrélative; etc.'^^. 

Ce dernier théorème montre qu H y a dualité entre les propriétés 
des courbes gauches dont il s'agit, comme à l'égard des coniques. 

Mais il y a une analogie plus intime encore entre ces courbes 
du troisième ordre et les coniques; les deux propriétés fondamen- 
tales de* celles-ci , qui reposent sur le rapport anharmonique , se re- 
trouvent dans les deux propriétés suivantes des courbes gauches : 

Les plans menés par quatre points de la courbe gauche du troisième 
ordre et passant par les tangentes en un cinquième point quelconque ont 
toujours le même rapport anharmonique. 

Les plans osculateurs à la courbe en quatre points fixes rencontrent une 
tangente quelconque en quatre points qui ont toujours h même rapport 
anharmonique. 

Les deux théorèmes suivants présentent aussi, sous un aspect 
plus général, de l'analogie avec les deux mêmes propriétés des 
coniques : 

Les droites menées de deiur points fixes d'une courbe gauche du troisième 
ordre à tous les autres points de la courbe forment deux faisceaux homo- 
graphiques. 

Les droites suivant lesquelles tous les plans osculateurs coupent deux 
plans osculateurs fixes forment deux figures homographiques. 

Sur les six droites qui peuvent être, dans l' espace , les directions de i86 
six forces en équilibre. — Propriétés de rhyperboloide à unejnappe et 
(Tune certaine surface du quatrième ordre '^^ — La première partie de 

^*^ Depuis quelques années plusieurs et 278; t. II, p. 19; t. V, p. 227. — 

géomètres se sont occupés des courbes Nouvelles Annales de Mathématiques , ^' sé- 

gauches du troisième ordre. Nous citerons rie, 1 86q , p. 287 et 366. — Journal de 

particulièrement, de M. H. Schrôler, un Crelle, t. LVIII, p. i38; t. LX, p. 188, 

Mânoire inséré dans le Journal de Crelle , et l. LXI II , p. 1 Ai . — Memorie deW Acca- 

t LVI, i858, p. 97-A3; et de M. Cre- demia di Bologna, 2* série, t. 111, i863.) 

roona, divers Mémoires. (Voir i4nn/i/fc^i ^*^ Comptes rendus, t. LU, 1861, 

Matemaiica, de Rome, 1. 1, i8ô8, p. 26/i p. 109A-1106. 
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ce travail a été inspirée par une communication intéressante de 
M. Sylvestcr à rAcadémie des sciences (') sur le système de six 
droites qui peuvent être les directions de six forces en équilibre, 
et son objet [)rincipal a été la proposition suivante : 

Quand six forces qui sollicitent un corps solide libre se font équUHn^, 
on peut donner au corps un tnouvement infiniment petà, et un seul^ dam 
lequel les trajectoires des points de chacune des forces seront nolmudes à 
ces forces j respectivement. 

Cette proposition est liée intimement à une propriété relative 
à cinq droites quelconques de l'espace, savoir : qu on peut déter- 
miner un mouvement infiniment petit, et un seul, dans lequel les fngee- 
toires des différents points des cinq droites seront normales à ces droites. 

Ce théorème conduit à une propriété singulière de rhyperboloîde 
gauche ou à une nappe : 

Tout hyperbolotde à une nappe peut prendre d^une infinité de manières 
un mouvement infiniment petit dans lequel les trajectoires de tous les points 
de cette surface seront normales aux génératrices iun même système sur 
lesquelles se trouvent ces points. 

Pour produire un tel mouvement, il suffit de prendre pour axes 
de rotation conjugués deux génératrices quelconques du second 
système, le rapport des deux rotations restant arbitraire. Dans le 
mouvement produit, les autres génératrices de ce système sont 
associées deux à deux comme axes de rotation conjugués ^^^ 

L'hyperboloïde peut être transformé, de deux manières diffé- 
rentes, en une surface gauche du quatrième ordre ou du troisième 
ordre, qui jouit de la même propriété, savoir : que cette surface 
peut recevoir un mouvement infiniment petit dans lequel les trajectoires de 
tous ses points sont normales aux génératrices sur lesquelles ils se trouvent. 

Ce travail se termine par un paragraplie relatif à la Description 

^'^ Contptes rendu», t. LU : Sur Vin- '^^^ Ces couples de génératrices de fhy- 

volution den lignes droites dans Vcspacc perboloïde donnent lieu à d'assez nom- 

considérees comme des axes de rotation, breuses propositions dont il a été parle 

p. 7/11-7/15. prëcédeuiment (rhnp. n, p. 110). 
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de certaines courbes gauches de tous les ordres sur V hyperboloide à une 
nappe. Le caractère propre du mode de description dont ii s'agit 
est que Ton peut former sur l'hyperboloïde des courbes d'un ordre 
quelconque sans ieur associer d'autres courbes ou des droites 
(génératrices de i'hyperboloïde), comme cela arrive quand on 
emploie l'expression analytique des courbes résultant de l'intersec- 
tion de l'hyperboloïde et d'une surface déterminée. Ce procédé de 
description des courbes gauches se conclut du théorème suivant, 
dont quelques applications particulières avaient été faites déjà aux 
cubiques gauches, comme on l'a dit ci-dessus (p. 2/16). 

Si Ton a trois faisceaux de surfaces d ordre m, n, p respectivement ^ 
dans lesquels les surfaces se correspondent trois à trois anharmoniquement, 
le lieu des points d^ intersection de trois surfaces correspondantes est une 
courbe à double courbure dordre ( mn + np -|- pm). 

Que l'on prenne, pour le second et le troisième faisceau, des 
plans passant par deux droites fixes, la droite d'intersection de 
deux plans correspondants engendre un hyperboloïde , et l'on 
peut dire que cette droite correspond à la surface du premier fais- 
ceau, correspondante elle-même aux deux plans. 11 en résulte ce 
théorème : 

Si Ton a un faisceau de surfaces d ordre m et un hyperboloïde à 
une nappe dont les génératrices dun même système correspondent anhar- 
moniquement aux surfaces, le lieu des points dintersection de chaque sur- 
face et de la génératrice correspondante est une courbe gauche dordre 
2m -f 1. 

De sorte qu'on décrit sur l'hyperboloïde des courbes d'ordre 
impair, de même que des courbes d'ordre pair, sans qu'elles soient 
accompagnées d'une ligne droite ou d'autres lignes étrangères à la 
question W. 

Sur la Surface y et sur la Courbe gauche, lieux des Sommets des Cônes 1 80 1 . 

^'^ Cet article des Comptes rendus a ëtë suivi de recherches onalogues de M. Cremona : 
Sur les courbes gauches décrites sur l'hyperboloïde à une nappe. (T. LII. p. iSig-iSsS.) 
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du s^ond ordre qui divisent harmoniquemefU $%x au sept segmenis recti- 
lignes pris sur des droites dans l'espace ^^\ 

Les propositions démontrées dans ce travaU dérivent d^un théo* 
rème général concernant les figures homographiques, d'après le- 
quel : Si ïon a quatre figures homographiques dam Fespacey le lieu 
d!un point par où passent quatre plans homologues des quatre figures 
est une surface du quatrième ordre. De là on conclut diverses proposi- 
tions, parmi lesquelles nous citerons les suivantes : 

Le lieu des sommets des cènes du second ordre qui divisent hamumi- 
quement six s^ments est une surface du quatrième ordre. 

Le lieu des sommets des cônes qui divisent harmoniquement sept seg- 
ments est une courbe gauche du sixième ordre. 

On peut supposer que chaque segment se réduise à un point, et 
que les cônes passent par ce point. Alors on conclut du premier 
théorème que le lieu des sommets des cônes qui passent par six points 
est une éutface du quatrième ordre^^\ La cubique gauche déterminée 
par les six points est située sur cette surface. On reconnaît immé-- 
diatcmenl que les quinze droites qui joignent les six points deux à 
deux sont aussi sur la surface, ainsi que les quinze droites d'inter- 
section des couples de plans déterminés par les six points pris trois 
à trois. 

](SrM. Description par points ^ d'une manière uniforme, des deux courbes 
gauches du quatrième ordre , de la courbe à noeud et de la courbe du troir 
sième ordre^^K — Les courbes gauches du quatrième ordre sont de 
deux genres : les unes proviennent de l'intersection de deux sur- 
faces du second ordre; une droite ne peut alors s'appuyer qu'en 



^'^ Comptes rendus, l. LU, 1861, \e Cambridge and Dublin MathemaiicalJma^ 

p. 1157-1162. nal, l. V, i85o, p. 58-69. ^- Cayley en 

^*^ Ce théorème a été énonce par a donné une démonstration analytique 

M. Weddie h la sm'te d'un Mémoire sur (Comptes rendus y t. LU, p. 1 a 16-1 9 18). 

les théorèmes de Fespace analogues aux ^^"^ Comptes rendus, t. LUI, p. 767- 

théorèmes de Pascal et de Brianchon, dans 778 . 
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deux points sur la courbe; les autres, qu'on dit de seconde espèce y sont 
Tintersection d'une surface du troisième ordre et d'un hyperboloïde 
dont deux génératrices sont situées sur la surface. Les autres gé- 
nératrices du même système s'appuient sur la courbe en trois points, 
et celles du second système n'ont qu'un point sur la courbe. 

Les courbes de première espèce (celles qui sont l'intersection de 
deux surfaces du second ordre) peuvent avoir un point double ou 
un point de rebroussement y ce qui fait deux variétés. Par exemple, 
si l'une des surfaces est un cône ayant son sommet sur l'autre, la 
courbe a un point double au sommet du cône, et ses deux tangentes 
en ce point sont les arêtes du cône comprises dans le plan tangent 
à la surface. Si ces arêtes sont imaginaires , le point double devient 
un point conjugué; et si elles se confondent , ce qui a lieu quand le 
plan tangent à la surface est aussi tangent au cône , le point double 
devient un point de rebroussement. 

Les constructions particulières de ces diverses courbes dérivent 
simplement du mode général de description des courbes d'ordre 
(am+i) sur l'hyperboloïde , dont il a été question dans le travail 
précédent. 

Description des courbes gauches de tous les ordres ^ sur les surfaces 186 
r^lées du troisième et du quatrième ordre^^K — 11 s'agit ici générale- 
ment de la description de courbes d'ordre (kn^+n) sur une sur- 
face réglée d'ordre k. 

Cette surface d'ordre k se construit au moyen d'une courbe plane 
d'ordre k ayant un point multiple d'ordre (fc — 1) , afin que les points 
de cette courbe puissent se déterminer individuellement. On prend 
sur une droite fixe de l'espace des points qui correspondent anhar- 
moniquement aux points de la courbe : Les droites qui joignent les 
JMsUê correspondants sont les génératrices de la surface d'ordre k. 

Pour former sur cette surface d'ordre k des courbes d'ordre 

88/1-889. 
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(km+n), on distribue ses génératrices en groupes en involulioa V.aIi^ 
de n génératrices, et Ton fait correspondre ces gtoupes aux surfaces It?^ 
d'un faisceau d'ordre m : Le lieu des pointe JPùitersectian de$ génénn \ l9 
triées de chaque groupe et de la surface correspondante est une courir 
tordre (km+n). 

L auteur fait observer que, bien qu'il ait pris, pour former la^ 
surface réglée d'ordre k^ une courbe plane de cet ordre à point mul- 
tiple d'ordre (&— i), on peut prendre toute autre courbe d ordre fc^ 
douée de divers points multiples , satisfaisant à la condition que les 
points de la courbe se déterminent individuellement. Ces courbe^ 
se représenteront dans des recherches subséquentes. 

i8Ci. Théorie analytique des courbes à double courbure de tous les ordr^^ 
tracées sur Fhyperboloïde à une nappe^^K — On a pu faire souvei^^^ 
cette observation, que les méthodes les plus simples dans les ques-;:^*' 
tions de l'espace sont celles qui s'appliquent d'elles-mêmes ai 
cas de la Géométrie plane. La Géométrie de la sphère en ofire 
exemple. On est donc conduit à penser qu'au lieu de considère] 
les courbes gauches dans l'espace absolu, au moyen de relation^^ 
entre les trois coordonnées de chaque point, c'est sur des surfaces^^ 
déterminées, dont la surface plane ne sera plus qu'un cas par- 
ticulier, qu'il peut y avoir avantage à les étudier. 

Les courbes, ainsi groupées par familles, auront leurs propriétés 
spécifiques, propres à la surface sur laquelle elles seront formées; 
mais elles auront aussi certaines propriétés générales communes à 
toutes : ces propriétés constitueront la théorie générale que l'on au- 
rait pu avoir en vue en employant tout d'abord le système de trois 
coordonnées. 

Pour étudier les courbes gauches par familles sur des surfaces 
différentes, on aura à rechercher sur chaque surface divers procédés 
de génération des courbes par points, et les systèmes de coordonnées 

^'^ Comptes rendais , t. LUI, p. 9^5-990, 1 077-1 oSfi, iao3-irno. 



curvilignes propres à leur représentation analytique. Il suffira de 
rappeler ici les beaux résultats qu a procurés la théorie des coor- 
données elliptiques à trois variables, introduite par M. Lamé dans 
les questions de l'espace et appliquée par MM. Jacobi, Liou ville, 
ot d'autres géomètres depuis, à l'étude des lignes géodésiques sur 
1^ surface de l'ellipsoïde. 

Les surfaces réglées paraissent devoir oflrir de grandes facilités , 
^^latives du moins , dans l'étude des courbes à double courbure , à 
ï^^ison de leurs génératrices rectilignes, qui seront un élément aussi 
^iiDple qu'on puisse le désirer, soit pour la description des courbes 
l>^r points , soit dans le système de coordonnées dont on fera usage. 
On vient de voir effectivement, dans l'article précédent, que l'on 
J>eut décrire d'une manière uniforme des courbes de tous les ordres 
Bur toute surface réglée d'ordre quelconque , au moyen des géné- 
i^trices de la surface. 

Mais l'hyperboloïde à une nappe se distingue entre toutes les 
surfaces réglées par une propriété qui lui appartient exclusivement : 
c'est d'avoir un double système de génératrices rectilignes. Ces deux 
séries de génératrices donnent lieu à un système de coordonnées 
rectilignes qui présente de l'analogie avec le système en usage sur 
le plan. 

Une courbe gauche d'ordre;) +5, c'est-à-dire qu'un plan coupe 
en (pH-y) points, est représentée par l'équation 

af («y»+ iyr-ï 4.. . • ) 4-af-» (ay 4- 6^"^+ • ••)+••= o, 

qui, sur le plan, est celle d'une courbe de même ordre, ayant deux 
points multiples à l'infini, l'un d'ordre q sur Taxe des Xj et l'autre 
d'ordre jp sur l'axe des y. 

L'application de ce système de coordonnées aux nombreuses 
questions relatives à la théorie des courbes tracées sur l'hyper- 
boloïde a été le sujet de trois communications à l'Académie dans 
les séances des s, 16 et 3o décembre 1861. 

On considère successivement les propriétés : 1° d'une courbe 
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gauche d'ordre (p+q) pouvant posséder des points multiples; 
9** de la développable enveloppe des plans osculateurs de la courbe; 
3° d'un cône mené par la courbe; Ix^ de la développable circons- 
crite à rhyperboloïdc suivant la courbe; puis la génération des 
courbes gauches par deux faisceaux de courbes d'ordre inférieur, 
et les propriétés de ces faisceaux de courbes. 

M. Pliicker, dans un Mémoire inséré au Journal de Mathé^ 
matiques de Crelle ^^\ et M. Cayley, dans le Philosophical Magazine 
(juillet i86i), avaient déjà conçu l'idée du système de coor- 
données sur l'hyperboloïde dont il s'agit, mais sans en faire l'appli- 
cation aux nombreuses questions que comporte la théorie des 
courbes gauches. 

L'analogie entre les équations des courbes gauches et celles des 
courbes planes provient de ce que celles-ci sont la perspective des 
courbes gauches sur un plan parallèle au plan tangent à l'hyper- 
boloïde au point qui sert de centre à la perspective. Cette considé- 
ration permet d'appliquer immédiatement aux unes les propriétés 
des autres ^^'. 

1 86îi . Propriétés des courbes gauches du qu^trièfne ordre de première espèce ^^^ . 
— Il s'agit de la courbe d'intersection de deux surfaces du second 
ordre et de ses deux variétés, à point doid)le et à point de rebrousse- 



t') T. XXXIV, année 18/17. 

^*^ Celte correspondance entre les points 
d'une surface du second ordre et les points 
d'un plan s*ëtend aux surfaces gauches 
du troisième ordre, parce qu elles ont une 
courbe double, de chaque point de la- 
quelle on mène des droites qui ne ren- 
contrent la surface qu'en un seul point, et 
aux -surfaces gauches du quatrième ordre 
qui ont un point multiple. 

M. Clebsch a dëraontrë que la surface 
générale du troisième ordre jouit de la 
même propriété, et quelle est, la seule 



parmi les surfaces d ordre supérieur. 
L'ordre d'une couribe plane et ses poiiiLs 
multiples étant connus, M. Clebsch déter- 
mine Tordre de la courbe gauche qui lui 
correspond , le nombre des plans tangents 
de cette courbe passant par une droite, 
le nombre de ses plans osculateurs passant 
par un point, et le nombre des plans (pii 
ont avec la courbe un contact du troisième 
ordre. (Voir Comptes rendwt, t LXII, 
1866, p. 1 1 15.) 

^*^ Comptes rendus^ t. LIV, p. Siy-S-iA 
et /I118-A95. 
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ment. Voici quelques-unes des propositions obtenues dans ce Mé- 
moire. Nous désignerons les courbes par G4. 

Huit points de l'espace déterminent une C4. Une C4 pure tracée 
sur un hyperboloïde à une nappe est tangente à quatre génératrices 
de chacun des deux systèmes. Les quatre points de contact donnent 
lieu à diverses propriétés. La courbe à point double n'est tangente 
qu'à deux génératrices de chaque système, et la courbe à point de 
rebroussèrent à une seule. Par une droite on peut mener huit plans 
tangents à une G4 pure, six à une G4 à point double, et cinq à une 
C4 à rebroussement. Dans le premier cas, les huit points de con- 
tact sont la base d'un faisceau de courbes du quatrième ordre dont 
la proposée fait partie. 

La développable osculatrice à une C4 pure est du huitième ordre 
et de la douzième classe; à une C4 à point double, du sixième ordre 
et de la sixième classe; à une C4à rebroussement, du cinquième 
ordre et de la quatrième cla^sse. 

La courbe nodale de la développable osculatrice est pour une C4 
pure du seizième ordre et rencontre chaque génératrice de la dé- 
veloppable en quatre points; pour une C4 à point double, elle est du 
sixième ordre, et rencontre chaque génératrice de la développable 
en deux points; et enfin, pour une C4 à point de rebroussement, la 
courbe nodale est une conique qui rencontre chaque génératrice de 
la développable en un seul point. 

Un paragraphe est consacrera la développable circonscrite à une 
surface du second ordre suivant la courbe du quatrième ordre. 
Cette développable est circonscrite à une infinité d'autres surfaces 
du second ordre (*^; etc. 

Propriétés de la surface développable circonscnte à deux surfaces du 1869. 
second ordre ^'^K — A la courbe C4, intersection de deux surfaces du 

^'^ Ce travail a donné Heu aussitôt à (Voir Compter rendus, t. LIV, p. ôoA- 
d'importantes recherches de M. Cremona 608.) 
8nr les dëveloppables du cinquième ordro. '^ Comptes rendus, t. LIV, p, 7 1 ô-yQa. 



S56 RAPPORT SUR LES PROGRÈS 

second ordre, correspond carrélativemeni la surCace développabie 
circonscrite à deux surfaces du second ordre. Cette développabie 
admet deux variétés qui se rapportent aux cas où les deux surfaces 
ont un point de contact simple, ou un point de contact avec oscil- 
lation dans une direction donnée. 

La développabie générale est du huitième ordre : dans le cas où 
les deux surfaces ont un point de contact simple, elle est du sixième 
ordre , et dans le cas d'un contact avec osculation dans une direction, 
du cinquième ordre. 

Les propriétés de la développabie générale du huitième ordre 
ont été exposées dans le précédent Mémoire; et celles des deux 
variétés de cette développabie se trouvent dans le travail actuel'^. 



Théorie dis stst&mbs db sections coniques satisfaisant 1 quatbb conditions 
donnees. determination du nombre des coniques satisfaisant a cinq conditions. 

186&. !• On n'a point eu d autre méthode jusqu'ici, soit pour étudier 
les propriétés d'un système de coniques satisfaisant à quatre condi- 
tions données, soit pour déterminer le nombre des coniques satis- 
faisant à cinq conditions , que la méthode analytique de Descartes, 
qui consiste à représenter une conique par l'équation générale du 
second degré entre les coordonnées de chaque point, 

aa^ 4- bxy + cy^ + dx + ey +/= o . 

Ce qui ramène la question à la détermination des coefficients a, b..., 
d'après les conditions données'^'. 

<*^ Nous rappellerons ici quon doit à classification de ces coarbes, dans le Coin- 

M. Cayley les premières recherches gënë- bridge aiid Dublin Mathematical JowmaL 

raies sur les courbes gauches d'ordre t. V, i85o. 

quelconque et leurs dëveloppables oscu- ^*^ On conçoit que ce que nous disons 

latrices, insërëes dans le Journal de Ma- de la méthode des coordonne^ de Dps- 

thématiques de M. Liou ville, t. X, i845; cartes s'entend des coordonnées tangen- 

et qu ensuite M. G. Salmon en a fait le ticlles, et en général de tout système de 

sujet d'une étude fort étendue, siu* la coordonnées. 
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Ici le calcul présente de grandes difficultés, qui sont de deux 
sortes. On a d'abord à exprimer chaque condition donnée par une 
équation dite de condition^ entre les cinq coefficients indépendants 
de l'équation générale. Puis , si l'on est parvenu à former ces cinq 
équations de condition, il faut en tirer, par les méthodes d'élimina- 
tion, les valeurs des cinq coefficients. Or chacune de ces opérations 
différentes présente des difficultés, le plus souvent insurmontables. 
Aussi la théorie des coniques, en ce qui concerne les questions 
dont il s'agit, n'a fait jusqu'ici aucun progrès; car on n'a encore 
traité que quelques cas très-restreints, dans lesquels on associait 
aux conditions élémentaires y de passer par des points et de toucher 
des droites , à peine une ou deux autres conditions , et même très-peu 
variées. 

I 

2. Différentes communications faites à l'Académie dans le cours 
de l'année i86/i(*' ont eu pour objet d'exposer avec tous les déve- 
loppements qu'elle comportait une méthode purement géomé- 
trique, affranchie des équations de condition, et dès lors des deux 
genres de difficultés que nous venons de signaler. 

Par cette méthode on exprime un système de coniques assujetties 
à quatre conditions, d'une manière qui se prête à la recherche de 
toutes les propriétés du système. Et l'on parvient immédiatement 
à une formule générale qui fait connaître le nombre des coniques 
satisfaisant à cinq conditions. 

Voici brièvement quel est le principe de cette méthode : 

Un système de coniques assujetties à quatre conditions est défini 
par deux éléments y qui sont, l'un le nombre des coniques du système 
qui passent par un point donné quelconque, et l'autre, le nombre 
des coniques qui touchent une droite. Ces deux nombres sont tou- 
jours déterminés dans un système de coniques; car la condition que 

^'^ Comptes rendus hebdomadaires des da 7 mars, du 7 juin; et t. LIX, séances 
séatiees de l'Académie des sciences, LLWH, du /i et du 18 juillet, du 1" et du 
i864, séances dn 1" et du i5 ff^vrior, Qa août. 
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ces courbes passent par un point donné est une cinquième condi- 
tion qui fait que les coniques sont en nombre déterminé. Et de 
même pour la condition de toucher une droite. 

Ces deux nombres sont appelés les earactémtiques du système, 
et sont désignés par les lettres |x, v\ et Ton dit le système (|x, v). 

Si Ton veut exprimer 'que ces caractéristiques appartiennent à 
un système particulier déterminé par quatre conditions données, 
représentées par Z , Z', Z\ 17^ on écrit 

(Z, Z', Z\ V) =£ (ft, v). 

Les deux caracténsliques ft, v suffisent pour faire connaître toutes 
les propriétés du système, c'est-à-dire que chacune de ces propriétés 
s'exprime par une fonction des deux nombres jx, v: cette fonction 
est toujours un binôme tel que (ajx + Sv), où l'un des coefficients 
a, ^ peut être nul. 

3. Ainsi, l'on trouve que : Le lieu des sommets des coniques im 
système (jx, v) est une courbe de tordre (q/x+Sv). 

Le lieu des foyers des coniques eit une courbe d^ ordre 3r. 

La courbe enveloppe des axes des coniques est de la classe (ft+t^j- 

Im courbe enveloppe des directrices est de la classe (ajx+r). 

Le nombre des coniques qui divisent un segment donné dans un raf- 
port anharmonique donné est 2 (i. 

IjC nombre des coniques qui sont vues d!un point donnée sous un angle 
donné, est fiv. 

Le nombre des coniques qui touchent une courbe de Tordre m et de k 
classe n est (njx+mi;); etc. 

Un fait bien important, que Ton ne pouvait prévoir a priori^ 
c'est que la recherche de ces nombres (ajx+^t^), qui expriment 
les propriétés du système (jx, t;), se fait avec une facilité extrême 
par une méthode générale dont nous dirons le principe plus loin. 

k. D'après cela, le nombre des coniques qui satisfont à cinq con- 
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ditions données Z, Z', Z", TT ^ TT s'exprime par la formule suivante, 
dans laquelle a, ^se rapportent à la condition Z; a', ^, à la condition 
Z\ et ainsi des autres : 



N(Z,Z^Z^Z^Z") = aa'a''a''a>^+22:aa'a''a''S•'+/^2aa'a''r^' 

La lettre 2 indique une somme de termes formés semblablemenl, 
chacun avec cinq des paramètres a,^, a', etc. comme facteurs. 

Cette formule générale donne aussi l'expression des caractéris- 
tiques du système de coniques satisfaisant à quatre conditions, 
Z, Z', Z^ V . Ces caractéristiques sont le nombre des coniques 
qui passent par un point, et le nombre des coniques qui touchent 
une droite. 

La première se tire de la formule générale ci-dessus, où la 
condition TT sera que les coniques passent par un point, condition 
à laquelle on satisfait par la double hypothèse a*' = i et 6*' = o ; car 
alors le binôme (a'^jx + ^""v), qui exprime le nombre des coniques 
satisfaisant à la condition Z'% se réduit à |x, qui effectivement est le 
nombre des coniques qui passent par un point. De même on obtient 
la seconde caractéristique N (Z, Z', Z", Z**, i d.) en faisant dans la 
formule générale a'^= o et ^'=i. On a ainsi la formule 

(Z,Z\Z\Z"^=[aaVaV22aaV^+/iSaa'rr+42:ag'rr+2ee'rr, 
2aaVa%/i2aaV^^+4Saa'g"r'^-h95;ar^6"+^e'e''e"], 

pour l'expression des caractéristiques du système de coniques satis- 
faisant à quatre conditions données Z, Z', Tl\ 7J\ 

• 

5. Puisque les propriétés du système (fx, v) s'expriment toujours 
par un binôme (afi+êv), on en conclut cette conséquence très-re- 
marquable , que deux jyropriélés (Ctin système sujjîsent pour déterminer 
les deux caractéristiques et, par suite, toutes les autres propriétés du sys- 
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(ème. En dautrcs termes : Un système est défini par deux de ses pro- 
priélés. 

Que Ton dise, par exemple, que Tenveloppe des directrices des 
coniques du système est une courbe de la cinquième classe, et le 
lieu de leurs sommets une courbe du septième ordre, on aura les 
deux équations 9jx+t;=5, •ijx+3r=7; doù ft = 2 et r=i. Les 
caractéristiques du système sont donc a et i , et l'on en condal 
toutes les propriétés du système. 

6. Dans tout système de coniques, il existe en général deux 
sortes de cas particuliers de ces courbes: elles peuvent être ou l'en- 
semblo de deux droites, ou Tensemble de deux points. La raison 
en est bien simple; c'est qu'on peut, en général, déterminer un ou 
plusieurs systèmes de deux droites, ainsi qu'un ou plusieurs sys- 
tèmes de deux points satisfaisant aux quatre conditions du système 
de coniques. Un système de deux points peut d'ailleurs être consi- 
déré comme représentant une conique infiniment aplatie dont les 
deux points sont les sommets. 

Le nombre de ces cas particuliers, nous pouvons dire de ces 
coniques exceptionnelles on quasi-coniqnes y se peut déterminer et s'ex- 
prime, de môme que toutes les propriétés du système, en fonction 
des deux caractéristiques. Les coniques représentées par deux droites 
sont en nombre sv — jx, et les coniques infmiment aplaties en 
nombre ^{i — v. On voit ainsi que les deux caractéristiques ont des 
limites numériques telles, que chacune d'elles est toujours com- 
prise entre la moitié et le double de l'autre, limites qu'elles peuvent 
atteindre (^^, et que, dans tout système de coniques, il existe a -f-v 
coniques exceptionnelles ^ d'une espèce ou de l'autre. 

Mais il se présente ici un fait bien remarquable : ces nombres 
2/x — r,2i; — fx,de même que fi + v, n'expriment pas des nombres 
effectifs^ parce que cliacune de ces quasi-coniques peut avoir un cer- 

^'^ C'ost-îMlirc (ju'n IV^rard i\o fx, par exemple, on a toujours fx = oiî> -, et fx = on 



av. 
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tain ordre de multiplicité, c est-à-dire peut compter pour plusieurs, 
comme si plusieurs coïncidaient ensemble; ce qui alors en réduit 
ie nombre effectif. Les systèmes élémentaires nous en offrent des 
exemples. Ainsi, dans le système de coniques inscrites dans un qua- 
drilatère il existe trois coniques infmiment aplaties, dont chacune 
compte pour une seule; mais dans le système de coniques tan- 
gentes à trois droites et passant par un point, oii il existe aussi 
trois coniques infiniment aplaties, chacune compte pour deux; 
et dans le système de coniques tangentes à deux droites et passant 
par deux points, où il n'existe qu'une conique infiniment aplatie, 
elle compte pour quatre. 

LiOi*squ'on peut déterminer, dans un système de coniques qui 
doivent satisfaire à quatre conditions données, le nombre effectif 
des quasi-coniques de chaque espèce, et Tordre de multiplicité de 
chacune d'elles, les deux nombres ajx — t; et 2t; — jx se trouvent 
connus, et l'on en conclut les valeurs des deux caractéristiques ^*î. 

7. Nous avons dit ci-dessus (3) que dans toute cette théorie 
des systèmes de coniques il existe un procédé général de recherche 
et de démonstration fort simple, par lequel on détermine les pa- 
ramètres a, ^du binôme [ccfi + êv) qui exprime soit une propriété 
du système (jx, v), soit le nombre des coniques de ce système qui 
satisfont à une condition donnée. Cette méthode consiste en un 
principe de correspondance entre deux séries de points sur une droite , 



^'^ M. Zeuthena fait de cette singulière 
propriëlë de multiplicité de chaque quasi- 
conique la base d une Nouvelle Méthode 
pour déterminer les caractéristiques des 
sj/slèmes de coniques. Les nombreuses ques- 
tions traitées dans ce très-remarquable et 
important travail se rapportent principa- 
lement à la théorie des contacts multiples 
et d'ordre supérieur des coniques d'un 
système avec une ou plusieurs courbes 



d'ordre quelconque ; questions parfois fort 
épineuses , dont M. Zeuthen a surmonté les 
difficultés avec autant de rigueur que.de 
talent et de sûreté de jugement. (Voir A^ 
Bidraff tilLœren om Systemer afKeglesnit, 
der cre underkaslede à Betingelser, Kjeben- 
havn, in-8', i865; — Comptes rendus de 
l'Académie des sciences, t. LXIV, 18G7, 
p. â 63 ; — Nouvelles Annales de Mathéma- 
tiques, a* série, t. V, 1866, passim. 
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ou deux faisceaux de droites de nièmc sommet. C'est la généralisa- 
tion du raisonnement appliqué déjà dans diverses questions parti- 
culières où la correspondance s'exprimait par Tégalilé de deux 
rapports anharmoniques, comme on Ta vu dans la construction 
des courbes du ti*oisième et du quatrième ordre. Le principe gé- 
néral, indépendant de la correspondance anharmonique, embrasse 
deux propositions dont il suffira d'énoncer ici la première : 

Lorsqu'on a sur une droite deux séries de points tels y quà un point x 
de la première série correspondent ai points u de la seconde série ^ et quà 
un point u de cette série correspondent ê, points x de la première y il existe 
(a, + ^i) points x qui coïncident chacun avec un point u correspondant. 

Et de même à Tégard de deux faisceaux de droites de même 
sommet* 

Ce principe de correspondance s'applique à deux séries de points 
qui se correspondent sur une conique, comme sur une droite, ce qui 
doiiiie lieu à des démonstrations extrêmement rapides dans une foule 
de questions. (11 s'étend de môme à deux séries de points sur une 
courbe d'ordre quelconque dont les points se déterminent indivi- 
duellement, comme on le verra ci-après, p. 276 et 277.) 

C'est surtout dans les applications de ces procédés de démons- 
tration qu'il faut avoir égard aux coniques réduites à deux droites, 
ou à deux points formant les sommets d'une conique infiniment 
aplatie, parce que des cas de coïncidence des points correspon- 
dants X et u peuvent provenir de ces coniques, et former dès 
lors des solutions étrangères dont il faut nécessairement faire abstrac- 
tion. Il peut aussi exister dans le nombre général (a»+^i) certaines 
autres solutions étrangères dues à d'autres causes, et que les con- 
ditions de la question font connaître. 

8. Nous devons dire maintenant comnienl la représentation d'un 
système de coniques par les deux caractéristiques fx, v comporte 
une méthode générale de solution de toutes les questions, par la- 
quelle on évite les équations de condition do la Géométrie analy- 
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tique et les éliminations qui s'ensuivent; ce qui est un fait capital 
qui devra avoir d'autres conséquences dans la culture générale des 
Mathématiques. 

La recherche des équations de condition est remplacée par celle 
du binôme (aft+â/), qui exprime chaque condition donnée dans 
îe système (fi, v); ce qui se fait sans difficulté au moyen du prin- 
cipe de correspondance ci-dessus énoncé. 

Et quant aux éliminations, elles se trouvent évitées par la subs- 
litution de conditions élémentaires aux conditions données. Nous 
appelons élémentaires les conditions de passer par des points et de 
toucher des droites. 

Supposons qu'il s'agisse de trouver le nombre des coniques qui 
satisfont à cinq conditions données Z, Z\ Z\ Z"', TT. On détermine 
d'abord les binômes (afx+ÊM), (a'jx+^v), etc., qui expriment ces 
conditions dans le système général (jx, v). 

Puis on part des systèmes élémentaires, dont les caractéris- 
tiques sont connues et s'expriment ainsi : 

(4p.) = (i, 2), (3p., 1 d.)E=(2,4), (2p., 2d.) = (4,/i), 

{ip.,3d.)=(4,2), (4d.) = (2,i). 

On introduit dans ces systèmes la condition Z, exprimée par 
les deux paramètres a, ê, et Ton détermine le nombre des coniques 
qui dans chacun des cinq systèmes satisfont à cette condition. Ces 
nombres sont : 

• N(4p.,Z) = a+2^, N(3p., id.,Z) = 2a + 4g, 
N (2 p., 2 d., Z) = 4a + 4^, N ( 1 p., 3 d., Z) = 4a+ 2^, 

N(4d.,Z) = 2a + ^. 

De là on conclut les quatre systènjcs 

(3p.,Z) = [N(4p.,Z), N(3p.,id.,Z)] = (a + 2e, 2a+4ff), 
(2p., 1 d.,Z) = [N(3 p., 1 d., Z),N (2 p., 2 d.,Z)]=(2a4-/ig, Ua-hlxÇ), 
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En sorte qu'on a remplacé dans les systèmes élémentaires un 
point ou une droite par la condition Z. 

En remplaçant de même dans les quatre nouveaux systèmes un 
point et une droite par la seconde condition Z', représentée par le 
binôme (oLfi+Gfv), on forme les trois systèmes (2 p., Z,Z'), (1 p., 
1 d.,Z, Z'), (2 d.,Z, Z'). Introduisant une troisième condition Z", 
on forme semblablement les deux systèmes (1 p., Z, Z', Z") et (1 d., 
Z, Z', Z'') ; puis le système (Z, Z', Z\ Z"'), et enfin le nombre des 
coniques (Z, Z', Z", Z"', Z") qui satisfont à cinq conditions. 

Tel est le procédé de substitution des conditions données aux cinq 
conditions ^'^ementotr^s , qui conduit à la formule générale donnée 
ci-dessus (4); on voit que ces substitutions remplacent les élimina- 
tions de la Géométrie analytique. 

9. Dans certaines questions les conditions sont multiples, doubles, 
triples ou quadruples, c'est-à-dire équivalent à deux , trois ou quatre 
conditions simples; par exemple, lorsque les coniques doivent tou- 
cher une courbe donnée en deux points non déterminés, on a une 
condition double ; qu'elles doivent avoir un contact du second ordre 
en un point non déterminé, ce sera encore une condition double; 
un contact du troisième ordre sera une condition triple; etc. 

La méthode s'applique sans difficultés à toutes ces questions, de 
même qu'à la recherche des nombreuses propriétés des systèmes 
de coniques satisfaisant à quatre conditions distinctes. 

10. Quant au procédé général qui, par la considération de deux 
séries de points qui se correspondent sur une droite, fait connaître 
immédiatement le nombre N = ajx + 6t; des coniques du système 
(|x, v) qui satisfont à une condition Z, il se pourrait que quelque 
condition, par exemple de grandeur linéaire ou de superficie, ne 
donnât pas lieu aux deux séries de points nécessaires, et qu'il fal- 
lût recourir aux méthodes analytiques. Mais alors les difficultés 



DE LA GÉOMÉTRIE. 265 

de calculs pourraient être singulièrement diminuées, par la substi- 
tution au système général (jx, v) de deux autres systèmes pris à 
volonté, par exemple des deux systèmes élémentaires les plus 
amples (û p.) =: (i, 2) et (û d.) = (2, 1), dans chacun desquels 
on chercherait le nombre des coniques satisfaisant à la condition Z. 
En effet, N' et N"' étant ces nombres, on aura 

N' = a+2g etr=2a+^, 
d'où se concluent les valeurs cherchées de a et ^, 

*= 3 ■' ^= 3 • 

Cet expédient heureux est dà à M. Salvatore Dino, qui l'a ap- 
pliqué notamment au cas où les coniques du système (jx, 1;) doivent 
avoir un diamètre de longueur donnée : leur nombre est 3 v ''). 

11. L'indication des communications faites à TAcadémie sur la 
méthode précédente et ses nombreuses applications complétera 
fexposé sommaire dans lequel nous nous renfermerons. 

1* Ditennination du nombre des sections coniques qui doivent toucher cinq courbes 
S ardre quelconque , em satisfaire h diverses autres conditions. ( Comptes rendus , t. LVIII , 
1864, p. 939-936.) 

s*" Construction des coniques qui satisfont à cinq conditions. Nombre des solutions' 
dans chajue question, {Ibid. p. 397-308.) 

3® Systèmes de coniques qui coupent des coniques données sous des angles donnés, 
eu sous des angles indéterminés , mais dont les bissectrices ont des directions déterminées, 
(/WJ. p. 425-431.) 

4*" Considérations sur la méthode générale exposée dans la séance du i5 février, 
— D^érences entre cette méthode et la méthode analytique, — Procédés généraux de 
démonstration. {Ibid. f, 1167-1176.) 

5^ Exemples des procédés de démonstration annoncés dans la séance précédente, 
97 juin i864. {Comptes rendus , t. LIX, i864, p. 7-1 5.) 

^'^ Note sur la théorie des systèmes de sciences, sëance du 16 septembre 1867. 
coniques, présentée h rAc^dëmie des (\o\r Comptes rendus, t. LXV, p. 690.) 
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6'' «Suite despropriétéi relatwes aux iystimei de seeîioni eoniqweê. {Compte» rtndiUf 
l. LIX,p. 98-97.) 

7'' Questions dans lesquelles il y a lieu de tenir compte des points mmguHen its 
courbes d'ordre supérieur. — Formule générale comprenant la solution de Umtes k$ 
questions relatives aux sections coniques, {Ibid. p. 909-918.) 

8"* Questions dans lesquelles entrent des conditions multiples ^ teOes que des amâ- 
tions dédouble contact ou de contact d'ordre supérieur, {Ibid. p. 3&5-357.) 

12. Nous ajouterons que la méthode des deux caractéristiqaes 
et le procédé général de démonstration qui lui est propre s'appli- 
quent aux systèmes de courbes d'ordre supérieur, ce dont il a été 
donné plusieurs exemples dans le CQurs de ces communications à 
l'Académie. 

Tbaité des Sections coniques. 

Cet ouvrage, qui est le résumé des leçons professées à la Faculté 
i865. des sciences, et dont la première partie a paru en i865, fait suite 
au Traité de Géométrie mpérieurey c'est-à-dire qu'on y fait une appli- 
cation constante des théories de pure Géométrie exposées dans 
ce Traité. A cet égard, on le conçoit, il diffère des ouvrages de 
Géométrie analytique; mais il en diffère aussi, et considérable- 
ment, par les matières, soit nouvelles, soit plus étendues, quil 
renferme. 

Les Traités analytiques des Sections coniques, on ne peut se le 
dissimuler, sont bien plutôt des éléments et des exercices de Géo- 
métrie analytique que de véritables Traités des Sections coniques. 
Comme tels, en effet, ils seraient infiniment incomplets et insuffi- 
sants pour les applications théoriques, auxquelles est destinée la 
Géométrie des coniques. Toutefois, il faut convenir que quelques 
ouvrages modernes, dont les auteurs n avaient point à se renfer- 
mer dans des progranmies réglementaires trop circonscrits, se dis- 
tinguent par un emploi varié de toutes les ressources les plus ré- 
centes de l'Analyse, associées même souvent à des considérations 
de ])ure Géométrie. Ces ouvrages (dont le plus important émaii^ 
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de runiversilé de Dublin) auront une très-heureuse influence sur 
la direction des études mathématiques. 

Néanmoins, les progrès qua faits la théorie des coniques depuis 
on demi-siècle sont dus tous à la méthode géométrique proprement 
dite. Ces progrès, préparés principalement par les ouvrages de 
Garnot , la Géométrie de position et la Théorie des transversales y se sont 
manifestés dans plusieurs écrits de jeunes géomètres sortis de l'Ecole 
Polytechnique, Livet, Brianchon, et surtout Tillustre auteur des 
Développements et des Applications de Géométrie. Bientôt après ils ont 
pris une marche plus accentuée et systématique dans le grand 
Traité des propriétés projectives des Jigures y et dans diverses recherches, 
en Finance, comme à Tétranger, notamment dans les nond)reux Mé- 
moires et le volume sur le Développement systématique de la dépendance 
récproque des jigures géométriques du profond Steiner, qui a contribué 
puissamment aux progrès de la science. 

Mais dans chacun de ces ouvrages les auteurs n ont point eu en 
vue un Traité proprement dit des Sections coniques. 

Aussi, à part Touvrage grec d'Apollonius et ceux qu'on a faits à 
son imitation (parmi lesquels se distingue surtout celui de De la 
Hire, paru en i685, in-folio), il n'existe aucun Traité de^ coniques 
purement géométrique, c'est-à-dire reposant sur un enchaînement 
de seules considérations de Géométrie pure, et afi*ranchi de tout 
secours de la Géométrie analytique. 

Ce sont ces deux conditions que s'est imposées l'auteur, dans le 
Traité des Sections coniques dont il s'agit ici. La lecture de cet 
ouvrage n'exige point d'autres connaissances que les trois théories 
du rapport anharmonique y dés divisions homographiques et de l'iVivo- 
htion, qui servent aussi de base au Traité de Géométrie supérieure. 

Ces trois théories primordiales s'appliquent avec une extrême 
facilité à toutes les recherches concernant les sections coniques; 
elles ont même un caractère propre qui manque au système de 
coordonnées de la Géométrie analytique, et qui leur assure un 
avantage considérable : c'est qu'elles s'appliquent avec une égale 
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facilité aux deux genres de propriétés des coniques, et même des 
courbes de tous les ordres, savoir: aux propriétés concernant soit 
les points de ces courbes, soit leurs tangentes. 

La dualité dont il s agit provient de deux propositions fondamen- 
tales qui se prêtent, au même titre et avec la même fécondité, aox 
deux genres de propriétés qui forment la théorie complète des Sec- 
tions coniques. 

Ces deux propositions, quoique essentiellement différentes, déri- 
vent néanmoins, comme conséquence immédiate, d'un théorème 
unique, qui devient ainsi la base de toute la théorie des coniques. 
Voici l'énoncé de ce théorème fondamental : 

Les droites menées de quatre points a, b, c, d d^une conique à un 
cinquième point quelconque ont un rapport anharmonique égal à celui 
des quatre points dans lesquels les tangentes en a, b, c, d renemUreM 
une cinquième tangente quelconque. 

Les deux propositions qui découlent avec évidence de cet énoncé 
sont les suivantes : 

Six points étant pris sur une conique y les deux faisceaux de quatre 
droites menées de quatre de ces points aux deux autres ont le même rap- 
port anharmonique. 

Si Von mène six tangentes à une conique ^ les deux séries de quatre 
points dans lesquels quatre de ces tangentes rencontrent les deux autres, 
ont le même rapport anharmonique. 

Ces deux propositions avaient déjà été démontrées par l'auteur, 
depuis fort longtemps (en 1829), sons des énoncés différents 
n'impliquant pas la notion du rapport anharmonique ^^K 

La première exprime une relation entre six points d une coni- 
que; et la seconde, une relation entre six tangentes; et comme une 
conique est déterminée soit par cinq points, soit par cinq tangentes, 
la première ])roposition cxj)rinie une propriété commune à tous 
les points d'une conique déterminée par cinq points donnés; et la 

'*' Voir Correspondance mathématique p. 36^4, art. /4,ett. V, 1809, p. QQSel 
et physique do M. Quetelel. l. IV, i8q8, 99/i, arl. 17 et 19. 
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seconde exprime une propriété commune à toutes les tangentes de 
la conique déterminée par cinq tangentes données. 

En d autres termes, la première proposition équivaut à Téqua- 
tion ponciueUe des coniques (suivant l'expression de plusieurs géo- 
> mètres), et la seconde, à Téquation tangentielle de ces courbes. 

Cette simple observation suffît pour expliquer Tégale fécondité 
des deux propositions. 

Mais il y a ici une particularité , c'est que les deux propositions 
se peuvent dériver d'un même théorème, ce qui n'a pas lieu pour 
les deux équations en coordonnées ponctuelles et tangentielles de la 
Géométrie analytique. 

Nous nous bornerons à cette indication des bases sur lesquelles 
repose le Traité des coniques , sans parler des diverses matières, en 
grande partie nouvelles, qu'il renferme. Un second volume termi- 
nera l'ouvrage l*'. 

Systèmes de coniques qui satisfont à sept conditions dans V espace ^^K i865. 
— La détermination d'une conique dans l'espace exi'ge huit condi- 
tions, trois pour le plan de la courbe, et cinq pour la courbe dans 
ce plan. De sorte que sept conditions déterminent un système de 
coniques. 

Les trois conditions les plus simples, conditions que nous appe- 
lons élémentaires^ sont que les plans des coniques passent par un 
point, que ces courbes rencontrent une droite, et qu'elles touchent 
un plan. 

Ces conditions simples donnent lieu à des conditions multiples, 
doubles, triples et quadruples. 

Les conditions doubles sont : i^ que les coniques passent par un 
point; 9® que leurs plans passent par une droite; 3° que les coni- 

'') L'impression de ce second volume, le travail imprévu qu'a exige le présent 

dont plosieurs feuilles étaient déjà en t Rapport sur les progrès de la Géométrie, 
épreuves lors de la publication du pre- ^*J Comptes retulus, t. LXI, p. 889- 

mier, a élé relardée principalement par Sgfi. séanco du 4 septembre i865. 



270 RAPPORT SUR LES PROGRÈS 

ques touchent un plan en un point situé sur une droite tracée dans 
te plan. 

Les conditions triples sont : i^ que les coniques touchent une 
droite en un point non déterminé ; s^ que les coniques passent par un 
point donné d'une droite, et quen outre leurs pians passent parla 
droite; 3"^ que les coniques touchent un plan en un point donné. 

Une condition quadruple sera que les coniques touchent une 
droite en un point donné. 

Ainsi, il existe dix conditions éUmentaireSy simples ou multiples; 
mais les conditions multiples se ramènent à des conditions simples. 

On considère, à l'instar des systèmes de coniques sur le plan, 
le nombre des coniques d'un système donné qui satisfont respec- 
tivement à chacune des trois conditions simples énoncées ci-dessus. 
Ces nombres sont représentés par les lettres (x, v, p. On fait con- 
naître diverses propriétés du système général (jx, v,p) qui s'expri- 
ment par une fonction linéaire des trois quantités fi, v, p, telle 
que afi+6v + yp, un ou deux des trois nombres a, ff, y pouvant 
être nuls. Ainsi, par exemple : Les asymptotes étun système (|x, v, p) 
forment une surface gauche d ordre {y+p). Le lieti des foyers des conûput 
est une courbe tordre 3p. 

L'ensemble des dix conditions élémentaires, tant simples que 
multiples, donne lieu à douze genres différents, comprenant cin- 
quante-neuf systèmes. Un genre sera, par exemple, que le5 co- 
niques touchent une droite en un point donné (condition qua- 
druple), et satisfassent à trois conditions simples (rencontrer des 
droites et loucher des plans) : ce genre comprend quatre systèmes. 
Un autre genre sera que les plans des coniques passent par un point 
donné (condition double), et que ces courbes rencontrent des 
droites et touchent des plans : ce second genre comprend sept 
systèmes; etc. 

Les valeurs numériques des trois caractéristiques fx, v, p ont été 
déterminées dans chacun des cinquante-neuf systèmes. 

Do cotte tliéorie des systèmes de coniques dans Te-pace dérive 
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naturellement la théorie corrélative des systèmes de cônes du se- 
cond ordre satisfaisant à sept conditions. 

L'étude des systèmes de coniques et des systèmes de cônes était 
indispensable pour aborder l'étude des systèmes de surfaces du second 
ordre satisfaisant à huit conditions. On le conçoit immédiatement, 
car ces coniques et ces cônes sont déterminés par huit conditions : 
un certain nombre satisfont donc aux huit conditions qui déter- 
minent un système de surfaces, et forment dans ce système des cas 
particuliers ou surfaces exceptionnelles y dont il faut tenir compte 
dans les démonstrations et dans toutes les questions que Ton traite, 
de même que dans les systèmes de coniques planes il faut tenir 
compte des coniques exceptionnelles. 

Théorie générale des systèmes de surfaces du second ordre satisfaisant i865. 
à huit conditions ^^\ — La théorie des systèmes de courbes planes 
représentés par deux caractéristiques s'étend naturellement aux 
systèmes de surfaces que l'on représente par trois caractéristiques 
fi, V, p, exprimant respectivement le nombre des surfaces qui passent 
par un point, le nombre des surfaces tangente^ à une droite, et le 
nombre des surfaces tangentes à un plan. Les propriétés d'un sys- 
tème quelconque, par exemple, l'ordre de la courbe lieu des som- 
mets des surfaces , l'ordre de la surface lieu de leurs axes, la classe 
de la développable enveloppe de leurs plans principaux, etc., s'ex- 
priment toujours en fonction de ces trois caractéristiques , au moyen 
d'un trinôme CLfi + 6v + yp, où un ou deux coefficients peuvent 
être nuls. De sorte qu'on peut dire que tous les systèmes sont ren- 
fermés dans un seul, défini par les trois caractéristiques. Pour ap- 
pliquer les propriétés générales de ce système unique à un système 
particulier défini par huit conditions données, il suffit de calculer les 
valeurs numériques des trois caractéristiques de ce système. 



(«) 



Comptes rendus , t. LXII, p. /jo5-/ii3, s<^nnco du *i6 ff^vrier i865. 
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La recherche de ces caractéristiques se bit, comme dans les 
systèmes de coniques, par une méthode de subêMiUion, qui évite 
les équations de condition et les calculs d'élimination de l'Analyse. 
On remplace successivement dans les systèmes élémentairei les con- 
ditions simples, de passer par des points et de toucher des droites 
et des plans, par les conditions proposées. 

De même que pour les courbes, il Ssiut connaître les caractéris- 
tiques de tous ies systèmes élémentaires. Ces systèmes sont an 
nombre de quarante-cinq, et comportent cinquante -cinq ca^a^ 
téristiques différentes. Ces cinquante-cinq nombres ont été déter- 
minés. 

Leur calcul se réduit à trente déterminations différentes, parce 
que des systèmes se correspondent deux à deux corrélativement. 
Tels sont, par exemple, les deux systèmes 

(3 points, i droite, 5 plans)= (3/i, 36, 18) 
et («S points, i droite, â plans) ~ (18, 36, 36); 

de sorte qu il n'y a eu à calculer que les caractéristiques du premier 
système. 

Les conditions élémentaires .se peuvent associer de manière i 
former des conditions multiples. Si , par exemple, les surfaces doivent 
toucher une droite en un point donné, c'est une condition douhk; 
si elles doivent toucher un plan en un point donné, on a une 
condition triple; si trois points sont en ligne droite, auquel cas on 
demande que les surfaces passent par cette droite, c'est une condi- 
tion triple; si les surfaces doivent passer par trois droites dont une 
s'appuie sur les deux autres, on a une condition sextuple; etc. 

De là résultent de nombreuses classes de systèmes, qu'on peut 
aussi regarder comme éléfnentaires. Leurs caractéristiques ont été 
calculées ^^\ 

^'^ M. G. Salmoii, dans un Mt^moire 1866, a détermine vingt-quatre des trente 
instVo an Qvnrtrrhj Journal, n" 99, juin nombres relatifs aux conditions simple*, 
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De même que dans la théorie des coniques , on exprime par une 
formule générale le nombre des surfaces qui satisfont à neuf con- 
ditions quelconques. Il n'entre dans cette formule que les para- 
mètres a, ^, y du trinôme [(tfi+6v+yp) qui exprime le nombre 
des surfaces du système (|x, p^ p) qui satisfont à chaque condition 
donnée. 

Ces systèmes élémentaires sont le point de départ d'une théorie 
générale des systèmes de surfaces du second ordre comprenant de 
nombreuses propriétés de ces surfaces, qui ont déjà été le sujet de 
l'enseignement à la Faculté des sciences ^^K 

Relations entre les deux caractéristiques (Fun système de courbes d! ordre 



par des considérations analytiques qui 
OQt paru ne pas s'appliquer à six ques- 
tions dans lesquelles le nombre des points 
et celui des plans sont Tun et Fautre in- 
fleurs à trois, par exemple quand la 
mrface doit passer par deux points et tou- 
cher six droites et un plan ; ou passer par 
deux points et toucher sept droites. 

On voit, par une Note qui termine Tex- 
position de la Nouvelle Méthode pour déter- 
miner les earactéristiqueê des systèmes de 
coniques dont nous avons fait mention pré- 
cédemment (p. s 6 1 ), que M. Zeuthen a aussi 
déterminé les caractéristiques des systèmes 
de surfaces qui satisfont aux conditions 
simples, et qu'il a différé de publier ses 
résultats par un sentiment que je m'honore 
de trouver chez le jeune et déjà très-dis- 
tingué géomètre que j'avais eu pour audi- 
teur au cours de la Faculté des sciences, 
lors de l'exposition même de cette théorie 
des caractéristiques. On m'approuvera 
certainement de reproduire ici ses pro- 
pres paroles : 

(rUn tableau conférant la déduclion, 
ffpar ces moyens, de la XVII I' classe des 
<rrésnltats publiés par M. Chasies dans les 



n Comptes rendus du 96 février (1866), 
frest sous presse pour être inséré dans les 
it Comptes rendus de l'Académie des sciences 
ftde Copenhague, et il donne un exemple 
ffde l'application de ces théorèmes. — La 
(rdate de ce tableau montre que la mé- 
rr thode n'est pas accommodée à des résul- 
frtats connus d'avance. Je l'avais envoyé a 
rr l'Académie des sciences de Copenhague 
«rsous pli cacheté, pour altendre la pu- 
«rblication promise par M. Chasies, par 
«r déférence pour ce géomètre et aussi parce 
rrque j'avais profité de sa publication du 
fr k septembre. Cette discrétion est devenue 
«r superflue par la publication de M. Chasies 
frdu 98 février, et, le billet étant décacheté, 
rrla Société des savants a bien voulu faire 
frimprimer mon petit tableau. ^ { Nou- 
vel Ick Annales de Mathématiques, décembre 
1866, p. 5/10.) 

^'^ L'impression commencée de celte 
Théorie générale des systèmes de surfaces 
du second ordre a été interrompue par la 
même cause que la seconde partie du 
Traité dos Sections coniques, dont il a élé 
parlé ci-dessus. 



1866. 



f 



iU RAPPORT SUR LES PROGRÈS 

quekonque^^K — Le principe des deux caractéristiqaes s applique au 

systèmes de courbes d'ordre m quelconque satisSdsant à **^"*'*" ^ -i 

conditions communes ; c'est-à-dire que les propriétés d'un système 
s'expriment en fonction des deux caractéristiques, comme dans les 
systèmes de coniques ^^. Les procédés généraux de démonstration y 
sont aussi les mêmes et reposent sur le principe de correspondance. 
Mais ce qui manque , dans l'état actuel de la théorie générale des 
courbes, et ce qu'il faudrait connaître, ce sont les caractéristiques 
des systèmes élémentaires pour chaque ordre de courbes, c'est-4 
dire le nombre des courbes qui satisfont à chaque question où les 
conditions sont simplement de passer par des points et de tou- 
cher des droites. 11 faut savoir, par exemple, combien dé cubiques 
passent par huit points et touchent une droite ; combien passent 
par sept points et touchent deux droites , etc. Quelques-uns seule- 
ment de ces nombres sont connus. Il est donc bien important 
que cette partie de la théorie des courbes géométriques fixe l'at- 
tention des géomètres. On en conclurait une expression générale du 
nombre des courbes d'un ordre quelconque satisfaisant à des condi- 
tions données, comme la formule relative aux coniques (ci-dessus, 
p. 259). 

De telles formules, en Géométrie, participeraient du caractère 
de Yart analytique j dont Yiète a pu dire : <t Quod est nullum nonpnh 
^blema solvere'^K'n 

Dans un système de coniques, le nombre de chaque sorte de 
coniques exceptionnelles dépend des deux caractéristiques; et récipro- 
quement les deux caractéristiques se concluent des deux nombres 
lorsqu'ils sont connus. On peut donc dire qu'il existe deux relations 
entre les caractéristiques et les coniques exceptionnelles. 

Existe-t-il aussi certaines relations entre les deux caractéristiques 



^*^ Comptes rendus, t. LXII, p. 3a5- p. 3oo, 687 et 1 176, et t. LIX, p. siy- 
33/1, et t. LXIV, p. 799. ^^^ In artem analytieam Imigoge, cap. 

^*^ Comptes rendus, t. LVIII, 186/i, viii, 99. 
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d'un système de courbes d'ordre supérieur et les particularités ou 
singularités que présentent des courbes de ce système ? 
Cette question a conduit aux deux propositions suivantes : 
I. Si toutes les courbes d'un système (|x, i^) d'ordre m sont douées de 
foints multiples d^ ordre t\ dont le lieu soit une courbe d^ordre r, et qu'en 
autre une courbe du système soit formée de deux courbes distinctes dont 
une y tordre s, soit multiple d'ordre s' [cest-niir-dire soit Vetisemble de 
s courbes égales et coïncidentes)^ on a la relation 

2jx (m— i) — f^ = rr' (/— i) + «(«'— i)('^ 

IL Lorsque toutes les courbes d!un système (|x, r) d'ordre m sont douées 
chacune dun point multiple d'ordre r, et que à courbes ont en outre cha- 
cune un point double, et d' courbes un point de rebroussement ; si les 
œurbes ont toutes des tangentes multiples dordre \! dont Fenveloppe soit 
une courbe de la classe i^ et ont toutes des tangentes d inflexion dont 
t enveloppe soit une courbe de la clause i , on aura la relation 

2V [m^— w— 1 —r (r— i)] — fx = irf+ ^d'+ti (i— i)+ ùi. 

Ces théorèmes , on le conçoit , donnent lieu à des théorèmes cor- 
rélatifs, dans lesquels on considérerait des systèmes de courbes de 
même classe. 

Sur les courbes planes ou à double courbure dont les points se déler- i866. 
minent indhnduellement. — Application du principe de correspondance 
dans la théorie de ces courbes ^^K — Dans un Mémoire de 1 86i , qui 
traite de la description des courbes de tous les ordres sur les sur- 
faces réglées du troisième et du quatrième ordre (ci-dessus, p. 25 1), 
on a montré que les courbes planes dont les points se déterminent indivi- 
duellement peuvent servir à la construction de surfaces réglées sur 

^*^ Si la courbe possédait une autre tien le termes, («J—i); et de même pour 
branche d'ordre s^ , multiple d'ordre s[ , il toute auti-e branche multiple, 
y aurait dans le second membre de rëqii a- ^'^ Compter rendus, t. LXH, p. 579. 
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lesquelles on décrit des courbes de tous les ordres, de même que 
sur les surfaces du troisième et du quatrième ordre. 

Le travail actuel a pour objet Tétude de ces courbes dont les 
points se déterminent individuellement. 

On donne d'abord un procédé de construction de eouriies d'or- 
dre m quelconque, possédant v"> - ( w* - a ) ^^^^^ doubles, nombre 

maximum des points doubles d'une courbe d*ordre m. Puis on dé- 
montre que les points d'une telle courbe G. se peuvent déterminer 
individuellement au moyen d un faisceau de courbes d'ordre (m— i) 
ou d'ordre (m — q). 

Dans le premier cas, les cawrbes tordre (m — i) tmt (m — â) 
points doubles, communs avec pareil nombre de points doubles de G«, ^ 
(m--a)(m- ^^^^^ simples comeidant avec les autres points doubh 

de G.; elles passent en outre toutes par un même point quelconque de G». 

Ghacune de ces courbes ne rencontre G., qu'en un autre point 
variable. Et c'est ainsi que les points de Gm se trouvent déterminés 
individuellement. 

Dans le second cas, le faisceau de courbes tordre (m— s) apourbateà 
points doubles coïncidant avec des points doubles de G,», i){m — 2) __ j 

points simples coïncidant avec les autres points doubles ife G«, e< 
(m — 3 — sd) autres points simples de G^. 

Une propriété caractéristique et très -importante des courbes 
dont les points se déterminent individuellement, c'est que le prin- 
cipe de correspondance s'applique à deux séries de points pris sur 
une telle courbe, comme sur une conique ou sur une droite, c'est- 
à-dire que ^ Si à un point x d^une série correspondent a points u de 
T autre série y et qu'à un point u correspondent 6 points x, i7 existe 
(a + ^) points \ qui coïncident cliacun avec un point u correspondant. 

On démontre ainsi immédiatement, par exemple, que le nombre 

des coniques d!un système [[l^ v) qui touchent une courbe â! ordre m ayaal 

m - 1 j^m-2 j poin(g doubles est 2 (m — 1 ) (X + ïuv; que le nomlm 
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des coniques qui satisfont à trois conditions SZet sotU osculatrices à une 
courbe d'ordre m e«^ 3 (m — i ) N (3Z, i p., i d.). 

Sur les courbes à points multiples y dont tous les points peuvent se 1866. 
déterminer individuellement. — Procédé général de démonstration des 
propriétés de ces courbes ^^\ — Il était nécessaire , pour étendre les 
applications du principe dç correspondance à des courbes ayant des 
points multiples d'ordre quelconquCy et non plus seulement des points 
doubles y de rechercher quelles sont les conditions relatives à l'ordre 
de multiplicité de ces points pour que les courbes jouissent de la 
propriété que leurs points se déterminent individuellement. 

Cette question a été le sujet d'une communication à l'Académie, 
et se trouve résolue par la proposition suivante : 

Lorsqu'une courbe U^ est douée de points multiples (Tordres r, r', 
T^'y. . .y et de points doubles en nombre 

r(m— 1) (m — 2) rir— i)-hr'(r'— 1)-+-...'] 

L ï ^ J' 

on détermine individuellement tous les points de la courbe au moyen d^un 
faisceau de courbes dT ordre (m — ft), ayant des points multiples d'ordres 

r — p , r'— p', coïncidant respectivement avec ceu^ de\ijn\des points 

simples coïncidant avec les points doubles de 1],^^ et d autres points sim- 
pleSy en nombre 

3 (m— 1) — mft + r (p— 1) 4-r (p — 1) +...., 

coïncidant avec des points simples de Vlm^les indéterminées fx, p, p', . . . . 
étant assujetties à la seule condition 

jx^--3(x— p (p— 1)— p'(p'— 1)— ... + 2 = 0. 

D'après cela, on démontre très -facilement une foule de propo- 
sitions qui autrement présenteraient de grandes difficultés ; par 
exemple : Le nombre des coniques qui passent par deux points mul- 



0) 



Comptes rendue y t. LXII, p. i35/i-i36/j. 
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Upks iordre r et v' d^une courbe U. {émt le$ pointa $e détarmiimi 
individuellement) , et touchent eetta courbe en deux pointay dont tm mi 
donnéy est 2 (am — r— r'— 3). 

Le nombre des Coniquee qui paeeent par lee deux pointa muUpltt 
tordre r, r', et $ont tangentae en ee$ pointa à deux bnmtàm de U cowie, 
et qui en outre la touchent en un troiti^nê point non dàenmnéj eA 

Les résultats trouvés ainsi pour des courbes dont les points se 
déterminent individuellement conduisent ensuite, en tenant compte 
de l'influence des points multiples, à ceux qui sont relatifs à des 
courbes quelconques, ccst-à-dire d'un moindre nombre de pointe 
doubles ou multiples. 

i866. Remarques sur les questions de contact des courbes ff ordre quelconque 
avec une courbe donnée dont les pointa se détarminent individuellement ^'\ 
— Dans les exemples ci-dessus /on a pris pour les courbes cher- 
chées des coniques; mais les mêmes questions s'étendent à des 
courbes d'ordre quelconque; ainsi on peut trouver : 

Le nombre des courbes d ordre p qui passent par deux pointa mul- 
tiples d^ordre r, r' d^une courbe 11^ [dont les pointa se détemment 
individuellement) j qui ont avec ceUe courbe deux contacta d^ordre n 
et n\ en des points non déterminés y et qui satisfont en outre à d autres 
conditions données Z , Z\... complétant un nombre équivalent à la condi- 
tion de passer par ^ ^ "*" ' pointa. 

1867. Des courbes exceptionnelles dans un système de courbes tordre supé- 
rieur ^^\ — Dans un système de courbes d'ordre quelconque, une de 
ces courbes peut être d'ordre inférieur; par exemple, dans un sys- 
tème de courbes du quatrième ordre, une courbe peut se réduire à 
une conique, laquelle représente alors deux coniques coïncidentes, 

^'^ Comptes rendus , t. LXII, p. iSSy, ^^^ Comptes rendus de l'Académie (h 

t358. sciences, t. liXIV, p. 799-806, séance du 

'-'' Ibid, f. LXIll. i'866, p. 60-67.3. 02 avril 1867. 
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disons une cati>ique double. Cependant, il faut que cette conique 
satisfasse, comme les autres courbes du système, à treize conditions. 
Or elle est déterminée par cinq conditions ; il faut donc que les huit 
autres conditions communes à toutes les courbes du système ser- 
vent à déterminer certaines autres choses ou éléments, qui avec la 
conique formeront Yétre géométrique complet, satisfaisant aux treize 
conditions du système. 

Les systèmes de sections coniques, où nous avons à considérer 
des coniques infiniment aplaties, nous indiquent que ces clwses, 
quil faut associer à une courbe, sont des points. Car on peut 
dire qu'une conique infiniment aplatie est un être géométrique formé 
d'une droite double représentant deux droites coïncidentes, et de 
deux points situés sur cette droite, avec cette condition que toute 
droite menée par un de ces points sera regardée comme une tan- 
gente à Yétre géométrique. 

On induit de là qu'une conique qui fait partie d'un système de 
courbes du quatrième ordre doit être considérée comme composée 
d'arcs limités chacun à deux points, ces arcs représentant en 
quelque sorte des croissants infiniment aplatis dont les pointes 
sont des sommets , de sorte que toute droite passant par un sommet 
soit une tangente. 

Par exemple : Que des courbes du quatrième ordre soient assu- 
jetties à avoir trois points doubles a, a\ a" y à passer par deux points 
b, h\ et à avoir un double contact avec une droite D, la conique 2, 
menée par les cinq points a, a , a', b et b\ représentera une conique 
double ayant deux sommets et faisant partie du système; les deux 
sommets* seront les points d'intersection de la conique et de la 
droite D. 

Autre exemple : Que des courbes du quatrième ordre aient un 
point double en a, qu'elles passent par quatre autres points et qu'elles 
aient un double contact avec trois droites données, ce qui fait treize 
conditions. Le point a et les quatre autres déterminent une coni- 
que, qui, regardée comme double et ayant pour sommets ses six 
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poinlsde rencontre avec les trois droites, représentera une courbe 
du quatrième ordre du système, qui satisfera aux treize condi- 
tions ^'^ 

On trouvera certainement beaucoup d'exemples semblables lors- 
qu'on s'occupera de la construction des courbes du quatrième ordre 
déterminées par les quatorze conditions élémentaires, de passer 
par des points et de toucher des droites. 

Les considérations précédentes sur les courbes exceptionnelles dans 
un système de courbes d'ordre quelconque ont été vériGées aussitôt 
sur divers exemples communiqués à l'auteur par MM. de la Gour- 
nerie ^^\ Hirst ^^^ et Cremona ^^K Nous ajouterons que M. Cayley a 
confirmé aussi, avec une évidence parfaite, cette conception des 
courbes exceptionnelles , en faisant connaître la forme de la courbe 
du quatrième ordre à trois points doubles, qui dans le premier 
exemple précédent est inGniment voisine ou inGniment peu diffé- 
rente de la conique S, ou, suivant l'expression de M. Cayley, qui 
est crà l'état de transition à la conique double S.t) Cette courbe 
du quatrième ordre touche la droite D en deux points, et l'on voit 
bien comment, à la limite où la courbe, en s'aplatissant , devient 
un arc de conique, les deux points de contact coïncident avec les 
deux points où la conique coupe la droite D et deviennent deux 
sommets ^*\ 

Observation. 

Parmi les matières qui ont été le sujet de l'enseignement dans 
la chaire de Géométrie supérieure, il en est qui n'ont point encore 
été publiées, et dont par conséquent nous n'avons point à parler 
ici; nous indiquerons seulement, d'après les programmes imprimés 

'"' Comptes rendus , t. LXIV, p. 1081. London Mathemalical Society, iS^'j,\). ^i^- 
^'^ Ihid. p. 80Q. ^*^ Comptes rendus <, {. LXIV, p. 1080. 

^■^^ Ihid. p. 1080. — Proceedin^ft of thr '^ Ihid. p. 1079. 
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• 

des cours de chaque année : les propriétés principales des courbes 
du troisième et du quatrième ordre, planes et à double courbure; 
une théorie générale des courbes planes d'ordre quelconque, con- 
tenant particulièrement les propriétés qui présentent de l'analogie 
avec les pôles et les polaires dans les Sections coniques; une théorie 
des surfaces du second ordre; une théorie des figures homogra- 
phiques embrassant les propriétés générales relatives au système 
de deux figures homographiques quelconques, planes ou à trois 
dimensions, théorie dont celle du déplacement d'une figure dans 
l'espace est un cas très-particulier; une théorie des surfaces réglées 
du troisième et du quatrième ordre. 



CHAPITRE V 

(1847-1868.) 



I. — M. Frenet. 

Sur les courbes à double courbure. — Nous avons dit, au sujet 1847. 
des formules démontrées par M. Serret dans son Mémoire sur la 
théorie des courbes à double courbure, que M. Frenet les avait 
déjà obtenues de son côté. C'est dans un beau travail, qui fait le 
sujet d'une thèse pour le doctorat, présentée à la Faculté des 
sciences de Toulouse le 10 juillet 1867, et insérée dans le Journal 
de Mathématiques de M. Liouville^^^ que se trouvent ces importants 
résultats, relatifs aux cosinus des angles formés avec les axes 
coordonnés par la tangente d'une courbe en un point, le rayon 
de courbure de la courbe et la normale à son plan osculateur. 
Par la même voie M. Frenet parvient d'une manière très-simple 
à la détermination des divers éléments des courbes à double cour- 
bure. 

Théorèmes sur les courbes gauches ^^l — Dans ce Mémoire , M. Frenet 1 853. 
se propose de faire l'application des formules contenues dans sa 
thèse à la démonstration de divers théorèmes dus à M. Ossian Bon- 
net et relatifs à des éléments infiniment petits d'ordre supérieur '*'. 

Un autre Mémoire, publié à Lyon en i854 et ayant pour titre : i854. 
Sur la théorie analytique des surfaces^ contient des formules nouvelles 
très-remarquables, avec des applications d'une grande simplicité à 
à la plupart des théorèmes connus de la théorie des surfaces. 

<'î T. XVII, i852, p. 437-447. ^^^ Note sur quelques propriétés des 

<*^ NouveUes Annales de Mathématiques, courbes gauches, (Voir Nouvelles Annales 

t. XII, i853, p. 365-37Q. de Mathématiques, t. XII. p. i9a-i9'4.) 
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II. — Bravais. 

Bravais, officier de marine doué d'une aptitude rare pour les 
sciences, a été géomètre, physicien, naturaliste. Ses études sur les 
polyèdres symétriques et la cristallographie touchent à la Géométrie 
proprement dite, et nous permettent de consacrer ici quelques 
lignes à cet excellent et regretté confrère dont une terrible maladie 
a brisé la féconde et puissante intelligence. 

i848. Dans un Mémoire 9ur les polyèdres de forme symétrique ^^\ Tauteur, 
faisant abstraction des faces et des arêtes des polyèdres, donne 
une classification de ces polyèdres d'après la symétrie de réparti- 
tion de leurs sommets. Il considère comme éléments essentiels le 
centre y les plans et les axes de symétrie^ et il démontre de la manière 
la plus simple que ces éléments ne se trouvent pas indifféremment 
réunis dans un même polyèdre , mais qu'il existe entre les nombres 
de ces éléments certaines relations , et que les types de polyèdres 
réellement distincts sont au nombre de vingt-trois. Un tableau de 
ces vingt-trois types fait connaître les particularités relatives aux 
divers polyèdres. 

1 8A8. Mémoire sur les systèmes formés par des points distribués réguUèremetU 
sur un plan ou dans Fespace^'^K — Ce Mémoire, qui a pour objet l'é- 
tude des propriétés d'un groupe de polyèdres remplissant l'espace, 
peut être considéré comme une suite naturelle du travail précédent 
sur les polyèdres déforme symétrique. Les diverses propositions con- 
tenues dans celui-ci y sont fréquemment invoquées. 

L'auteur ramène à sept types les divers modes d'assemblage 
de points distribués en quinconces dans l'espace. Le rapport de 

^'^ Journal de Mathématiques, t. XIV, 607. — Journal de V Ecole Polytechmifue, 
p. i/ii-180. xxxiii* cahier, i85o, p. 1-1 a8. 

*^ Comptes rendus, l. XWII, p. 601- 
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Cauchy sur ce beau travail de pure Géométrie ^^^ contient le 
tableau de ces sept types. 

Eludes cristallographiques ^^\ — Les résultats des deux précédents iSig. 
Mémoires permettent à l'auteur d'expliquer, à l'aide d'hypothèses 
très-simples, les questions les plus délicates relatives à la forme, 
au développement et au groupement des cristaux. 

La partie géométrique de ce travail consiste à répartir les 
Yingt-trois classes de polyèdres dans les sept types d'assemblages 
déjà décrits. Nous renverrons, à ce sujet, au rapport fait à l'Aca- 
démie par Cauchy ^^\ ainsi qu'à YEhge historique de Bravais par 
M. Elie de Beaumont^*^ et au Rapport sur les progrès de la minéra- 
logie, de M. Delafosse. 

III. M. DE LA GOURNERIE. 

Noies sur les courbes décrites par les points d'une ligne droite mobile 18^9. 
dont deux points sont assujettis à rester sur deux directrices rectilignes 
données ^^\ — Lorsque les deux directrices sont dans le même plan , 
on sait depuis longtemps c[ue chaque point de la droite mobile 
décrit une ellipse ^*'. M. de la Gournerie démontre cpie les foyers 
de ces ellipses sont sur une hyperbole. Il étudie aussi la courbe qui est 
le lieu de leurs sommets, courbe du sixième ordre. 

Lorsque les deux directrices ne sont pas dans un même plan, 
les courbes décrites par les points de la droite mobile sont encore 
des ellipses, ce qui avait été démontré par M. Dupin. La surface 
engendrée par la droite mobile est du quatrième ordre. 

"^ Compta rendus f t. XXIX, 18/19, ^*^ Mémoires de V Académie des sciences, 

p. 1 33-1 87. t. XXXV, 18G6, p. xxiii-xcix. 

^* Présentées à l'Acadéniie le 28 fë- ^*^ Journal de Mathématiques , t. XIV, 

Yrier 1849. (Comptes rendus, t. XXVIII, iSiig, p. iiiy-iiSo. 

p. 289. — Journal de VÉeole Polylech- ^*^ La connaissance de ce théorème re- 

nft^e, xixiT* cahier, p. 101-978.) monte mêmejusqu a Proclus.( Voir i^perpti 

■^ Comptes rendus 9 l. XXX VU, i85i, historique, p. 89 et 98.) 
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1861. Mémoire 9ur les lignes Cambre et de penpectwe de$ kâiçctiki 
gauches ^^\ — Ce travail renferme, sous le titre d'Appendice, une 
étude des lignes asymptotiques des divers hétiçaides gaueheSf où Ton 
remarque surtout celte propriété, que les laines aeynptotiquesfarmeid 
deux groupes distincts et sont toutes asymptotes à une certaine hêiee^ fin 
elle^-méme appartient aux deux groupes. 

i863. Mémoire sur les lignes iombre et de perspeetioe des ewrfaees de réetdë- 
tion^^K — L'auteur démontre entre autres cette propriété des sur- 
faces de révolution : lorsque les courbes de contact de la surface smU 
planes, la surface est nécessairement du second ordre. 

. M. Paul Serret, dans une thèse sur la théorie des courbes à double 
courbure, a fait usage de cette proposition et lui a donné une 
certaine extension ('). 

La projection sur un plan de la courbe d ombre ou de perspec- 
tive peut ne présenter que certains arcs de courbes algébriques. 
Les arcs qui sont le prolongement de ceux-là , et non la projection 
proprement dite de la courbe de Tespace , sont appelés par M. de 
la Gournerie arcs parasites. Il apprend à construire ces arcs. 

i855. Étude sur la courbure des surfaces^^K — En chaque point dune 
surface il existe trois sections normales dont le cercle osculateur a 
un contact du troisième ordre avec la section. De sorte qu on peut 
concevoir sur une surface des courbes jouissant de cette propriété, 
que, le plan normal à la suiface mené par chaque tangente à la 
courbe coupe la surface suivant une courbe surosculée par un 
cercle : trois telles courbes passent par chaque point de la surface. 
Pour une surface du second ordre, deux de ces trois courbes 
sont les deux génératrices rectilignes, réelles ou imaginaires, qui 

^'^ Journal de l'École Polytechnique , ^^^ Journal de Mathématiques, a* série, 

XXXIV* cahier, i85i,p. 1-100. l. VI, 1861, p. ao. 

^*^ Journal de l'Ecole Polytechnique, ^*^ Journal de Mathématiques, l. XX, 

\xxv' cahier, p. «19-68. i85.S, p.M/i.^-i56. 
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passent par le point. Quant à la troisième, M. de la Gournerie 
donne l'équation de sa projection sur un plan principal de Tellip- 
$oïde. Il trouve que pour tous les points de la surface, ces projec- 
tions sont des coniques semblables entre elles. Revenant sur ce 
sujet dans son Trailé de Géométrie descriptive^ l'auteur démontre 
que cette troisième courbe est la courbe de contact de la dévelop- 
pabie circonscrite à la surface et à une sphère concentrique ^^^ consé- 
quemment la courbe que M. Poinsot a appelée polhodie^^K 



Note sur la courbure de la section faite dans une surface par un plan 
tangent^^K — Hachette avait démontré qu'en général les deux bran- 
ches de la section faite dans une surface à courbures opposées par 
un de ses plans tangents ont un contact du premier ordre avec les 
asymptotes de l'indicatrice, tandis que toutes les autres sections 
faites dans la surface par des plans passant par ces droites ont un 
contact du second ordre W. M. de la Gournerie ajoute que, si en 
un point les deux branches de la section par le plan tangent ont 
avec les asymptotes de l'indicatrice un contact de l'ordre n, toutes 
les autres sections faites par des plans passant par ces droites ont 
un contact de l'ordre n + i ^^\ 



i858. 



^*^ Traité de Géométrie descriptive, 
3* partie, p. 98. 

^^ Théorie nouvelle de la rotation des 
corps, (Voir Journal de Mathétnatiques , 
t. XVI, i85i, p. 10a.) 

^') Journal de Mathématiques , a* sërie, 
t. III, p. 73-78. 

^*^ Bulletin de la Société philomathique , 
annëe i8aa, p. 36. 

'^^ Au sujet de cette Note de M. de ia 
Gournerie, M. Bdtrami a démontre le 
Ihéorèrae suivant, qui établit une rela- 
tion entre le rayon de courbure de Tune 
des branches de la section d'une surface 
par son plan tangent, et le rayon de 
courbiu*e de la ligne asymplotique de la 



siuface tangente à cette branche : Le 
rayon de courbure de la ligne asymptotique 
est les deux tiers du rayon de courbure de 
la courbe d'intersection de la surface par le 
plan tangent, ( Voir Nouvelles Annales de 
Mathématiques', a* série, t. IV, p. a58.) 
M. 0. Bonnet avait communiqué à ia 
Société philomathique^ quelque temps 
auparavant (ai novembre i863), une 
formule plus générale faisant connaître 
la relation entre le rayon de courbure 
d'une ligne asymptotique et celui d'une 
courbe quelconque tracée sur la surface 
ayant le plan tangent pour plan osculuteur. 
(Voir Nouvelles Annales de Mathémati- 
ques, a" série, t. IV, p. 367.) 
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Plus tard M. de la Gournerie a donné, dans son Traité de Géomé- 
trie descriptive ^^\ l'expression suivante du rayon de courbure p dune 
branche de la section d'une surface par son plan tangent, dans le 
cas général où la courbe a un simple contact avec les asymptotes 
de Tindicatrice : 



P = 



R], R) sont les rayons de courbure principaux de la sur&ce; a, une 
abscisse inGniment petite prise sur Tasymptote de l'indicatrice, et ^, 
l'ordonnée de la courbe correspondante à Tabscisse ol 

i863. Mémoire eur la surface engendrée par la révolution JPume eomqw 
autour iune droite située S une manière quelconque dans V espace ^. — 
Une conique G tourne autour d'un axe X; son plan envdoppe 
ainsi un cône de révolution autour de cet axe. La surface décrite 
par la conique est du quatrième ordre. Elle possède un pwreOih 
double. Chaque, plan tangent au cône de révolution coupe la siu^ 
face suivant deux coniques, dont une est la conique génératrice et 
l'autre est égale à celle-ci et est placée symétriquement par rap- 
port à i'arèle de contact du plan tangent au cône. En outre, ce 
plan est tangent à la surface en deux points, qui sont ceux où les 
deux coniques se coupent sur l'arête. De sorte que le cône est cir- 
conscrit à la surface suivant deux parallèles. 

Il existe deux autres séries de plans bitangents qui enveloppent 
deux autres cônes de révolution. Chacun de ces pians coupe encore 
la surface suivant deux coniques égales Ci , C| ; car il coupe la sur- 
face suivant une courbe du quatrième ordre douée de quatre points 
doubles , dont deux sont les points de contact du plan et les deui 
autres sont situés sur le parallèle double : ce qui prouve que la 
courbe est l'ensemble de deux coniques. Ces deux courbes sont égales. 

^'^ 3* parlie, i864, p. aS. lyse du Mémoire a |»aru dans le io^' 

^*^ Jounial de Vbcole Polytechnique, nal de Mathématiques , q* sërie, l. VIII» 
M.' cahior. i86.3. p. 1-76. — l-ne ana- p. 5îi-56. 
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Les coniques d'intersection de la surface par les plans tangents . 
aux trois cônes ont entre elles certains rapports donnant lieu à 
diverses propriétés dont la découverte n'était pas sans difficultés. 
Ces courbes ont la même excentricité. Leurs projections sur un plan 
perpendiculaire à Taxe ont aussi une même excentricité. En outre, 
C, Cl, Ca étant les projections de trois coniques situées dans les 
plans tangents aux trois cônes, si par le pied de Taxe on mène les 
deux coniques homofocales à C, elles seront égales à Ci et à Cj 
respectivement. 

Points sûiguliers et génératrices singulières des surfaces gauches ^^K i86a. 
— Il existe en général sur une surface gauche une courbe dt)uble, 
qui est le lieu des points de rencontre de deux génératrices. Ces 
génératrices, pour certains points de la courbe, peuvent être infi- 
niment voisines; elles forment alors ce que M. de la Gournerie 
appelle une génératrice singulièi^e; au delà de ces points, les deux 
génératrices sont imaginaires. De sorte que chaque point est une 
limite appelée sommet ^^\ 

Tout plan mené par une génératrice singulière a son point de 
contact avec la surface en ce point singulier, nommé sommet. 

Un de ces plans est tangent à la surface en chaque point de la 
génératrice, et lui est osculateur en un certain point (art. 838). 

Les centres de courbure des sections faites dans la surface par 
des plans perpendiculaires à la génératrice sont sur une hyperbole 
(art. 857), dont une asymptote est perpendiculaire à la généra- 
trice, et la coupe au point d'osculalion du plan tangent. 

Quelle que soit la position de l'œil, le contour apparent d'une 
surface gauche passe par tous les points singuliers (art. 634). 

Si l'œil est situé dans le plan osculateur dont il vient d'être 



^*^ Ces questions se Irouvent dans le en 1860, i8Cq et 186/i. — ^'^ Traité de 
Traité de Géométrie descriptive de M. de la Géométrie descriptive , art. 699 , 63f). 
Gournerie, in-A' en trois parties . pnhIi<Vs 

M) 
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parié, la courbe de contour apparent passe par le point d^oscu- 
lation (art. 835, 838). 

Une développable circonscrite à une surface gauche a pour arête 
une génératrice singulière et est tangente à la surface dans toute 
l'étendue de cette génératrice (art. 836). 

i865. ^^ote sur la surf ace enveloppe desposkions iune êurface du secondoràn 
qui tourne autour (Fune droite^^\ — L autour prouve que cette sur- 
face est, en général, du huitième ordre. 

Dans le cas particulier où la surface mobile est simplement un 
cône, M. de la Gournerie démontre que, si l'axe de révolution est 
perpendiculaire à l'un des plans cycliques du cône , la méridienne 
de la surface enveloppe est l'ensemble de deux coniques égales et 
symétriques par rapport à l'axe de révolution. De sorte que la sur- 
face peut être considérée comme engendrée par la rotation de l'une 
des coniques autour de l'axe. Réciproquement : La surface de révo- 
lution engendrée par une conique qui tourne autour d'un axe situé 
dans son plan peut être considérée comme l'enveloppe d'un cône qui 
tourne autour d'un axe perpendiculaire à l'un de ses plans cycliques. 

t866. Recherches sur les surfaces tétraédrales symétriques ^^K — Les 
surfaces gauches étudiées dans la première partie de cet ouvrage 
peuvent être regardées comme une généralisation de la dévelop- 
pable circonscrite à deux surfaces du second ordre. Comme cette 
développable, elles sont du liuitième ordre et ont quatre lignes 
doubles qui sont des coniques, et en outre une cinquième ligne 
double, du douzième ordre, qui correspond à l'arête de rebrous- 
sement de la développable circonscrite à deux surfaces du second 



^'^ Journal de Mathématùjues , *?.' série , sujet de plusieui's commimications à l'Aca- 

t. X, 1865, p. 33-/i5t. demie. {Comptes rendus , 5 juin et 17 juil- 

^^'> 1 vol. in-8^Gauthie^-VilIa^s, 186C. iet i865, 8 janvier 1866.) 
Ces recherches ont M priniiliveinenl le 
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ordre. Ces surfeces tétraédraies se réduisent à cette développabie 
elle-même dans des hypothèses particulières. Cette filiation entre 
les nouvelles surfaces et la développahle qui tient une si grande place 
dans la théorie des surfaces du second ordre suffit pour donner de 
l'intérêt au travail de M. de la Gournerie. Les surfaces tétraédraies 
ont pour surfaces corrélatives d'autres surfaces tétraédraies. 

Dans la seconde partie de Touvrage , Tauteur généralise ses pre- 
miers résultats, en substituant aux coniques qui forment quatre 
lignes doubles des courbes d'ordre quelconque, lesquelles sont, sur 
les surfaces engendrées, des courbes multiples d'ordre supérieur au 
second. 

Sans insister davantage sur de nombreux résultats dont l'ana- 
lyse a .été faite dans un rapport à l'Académie ^^\ nous citerons les 
conclusions de ce rapport : 

crLes extraits des trois Mémoires, insérés dans les Comptes renr 
fsdtis de l'Académie, ont fixé l'attention de quelques géomètres. 
frM. Cayley, notamment, s'est plu à en traiter certaines parties par 
ff des considérations d'analyse différentes de la méthode suivie par 
(tM. de la Gournerie, et qui l'ont conduit à des résultats parfai- 
ff tement concordants. 

ffM. de la Gournerie, en se livrant à une étude approfondie de 

r certaines surfaces dont la conception est parfois difficile, parce 

^qu'elle ne peut pas se réaliser comme celle des courbes planes, 

fx mérite d'être encouragé. Ses trois Mémoires renferment un grand 

ff nombre de résultats toujours démontrés en toute rigueur. Ils sont 

décrits avec beaucoup de méthode et de clarté; des divisions et des 

7 sous-divisions , que rendait nécessaires l'abondance des matières, 

tren facilitent l'intelligence. Nous avons l'honneur de proposer à 

ff l'Académie d'approuver ce travail, et nous en demanderions l'in- 

crsertion dans le recueil des Savants étrangers, si l'auteur n'avait 

^déjà pris des dispositions pour sa publication.^ 

*^ Commissaires, MM. Bertrand et Chasles. {Comptes rendus, t. LXHI, p. 256-261.) 
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1868. Sur le$ Ugne$ ipiriquê$. — Sur une tMohilùm êpédah du ^uâlnim 
ardre et $on application aux lignes eptrifuee ^^\ — Une spirique est h 
courbe d^intersection d un tore et d'un plan. M. de la Gournerie 
fait connaître diverses propriétés de ces courbes. Elles sont des anal- 
lagmatiques du quatrième ordre, ayant un axe de symétrie. Une 
spirique tracée sur un tore appartient à cinq autres tores que Fau- 
teur détermine. Les pians équatoriaux des six tores passent par 
une même droite. Les centres des tores sont sur une autre droite, 
perpendiculaire au plan de la spirique. Les tores sont symétriques 
deux à deux, par rapport à ce plan, de sorte que leurs axes se 
coupent deux à deux en trois points de Taxe de symétrie. 

Une spirique a seize foyers simples, dont quatre sont situés sur 
cet axe et suffisent pour déterminer les douze autres. Les quatre 
foyers et les quatre sommets de la courbe forment deux groupes 
de quatre points, qui déterminent une involution du quatrième 
ordre. Les trois points où les axes des tores rencontrent Taxe de 
la spirique et le point à Tinfini sur cet axe forment un troisième 
groupe appartenant à cette involution. 

La même involution présente diverses propriétés, dont la prin- 
cipale est celle-ci : les quatre points d'un groupe quelconque pris 
deux à deux donnent lieu à trois systèmes de deux points, et 
chaque système détermine une involution quadratique (involution 
de couples de points) qui a un point central; ainsi le groupe de 
quatre points donne lieu à trois points centraux : Ces trois poinU 
centraux sont les points appartenant aux axes des tores , c'est-à-dire la 
trois points qui avec le point de tinfini forment un groupe de Vinvolution 
du quatrième ordre. 

Les propriétés de Tinvolution spéciale dont il s'agit facilitent 
l'étude des variétés que présentent les spiriques, telles que les 
ovales de Descartes, les podaires des coniques, là cassinoïde et cer- 
taines cubiques passant par les deux points imaginaires à l'inOni 

^'' Cxmtptn rendus , l. LXV'I, p. «83 et 83a. 
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sur un cercle. M. de la Gournerie conclut aussi de cette involution 
un procédé de résolution des équations du quatrième degré. 

IV. — M. VoizoT. 

Note sur la théorie des courbes à double courbure^^K — Nous avons i85o. 
cité, dans un Mémoire de M. Bertrand, sur les courbes à double 
courbure, un théorème remarquable, d'après lequel, lorsque les 
normales principales d'une courbe sont aussi les normales princi- 
pales d'une seconde courbe, il existe entre les deux rayons de 
courbure, en chaque point de l'une des deux courbes, une relation 

de la forme 

1 C 

p ^ 

M. Voizot annonce qu'il était aussi parvenu à ce résultat dans 
un Mémoire de 18/17, communiqué à l'Académie, et qu'il reproduit 
dans la présente Note. Il démontre en outre que, dans le cas où 

c = G, on a les expressions p^ = — a et Ri = ^ pour les deux rayons 

de courbure de la seconde courbe. 

Dans une Deuxième Note sur les courbes à double courbure '^^ iSSa. 
M. Voizot établit plusieurs propositions relatives aux cônes droits 
osculateurs d'une courbe à double courbure. 



V. — M. Manniieim. 

Le premier travail de M. Mannheim est une Note sur la théorie i85i. 
des polaires réciproques y que l'auteur fit autographier à Metz (jan- 
vier! 85 1, in-il°), à sa sortie de l'Ecole Polytechnique. Le jeune 
officier y traitait quelques questions dans lesquelles la position du 
centre du cercle pris pour conique directrice , dans les transforma- 

**^ Journal de Mathématiques, t. XV, *'^ Journal de Mathématiques , t. XVII, 

i85o, p. /181-/186. p. q53-26/i. 
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lions polaires , conduit à des résultats fort simples. Il donnait ainsi 
une première idée de la transformation des relations métriques, qui 
est le sujet de louvrage suivant. 

1867. Transformation des propriétés métriques des jigureSj à Faide de la 
théorie des polaires réciproques ^^\ — M. Mannheim transforme une 
relation métrique quelconque de diverses manières. Nous citerons 
cette expression fort simple d'un segment ab en fonction des élé- 
ments de la nouvelle figure. A et B étant les polaires des deux 
points a, bj si, par le centre du cercle auidliaire, on mène la 
droite Oc qui passe par le point de concours <; de A et de B , puis 
une droite quelconque qui rencontre A et B en a\ b\ on a, en ap- 
pelant ù) Tangle que cette droite fait avec Oc y 

\a' Fjsincj' 

M. Mannheim fait des applications variées de cette expression 
et de quelques autres, et transfot*me de la sorte les diverses parties 
de la démonstration d'un théorème cpelconque. 

1857. Construction du point de contact iune droite mobile avec son en- 
veloppe^^\ — Les solutions des questions traitées dans ce travail 
reposent sur des considérations géométriques qui se résument dans 
l'énoncé du théorème suivant : 

Lorsqu'une droite qui roule sur une courbe U rencontre deux autres 
courbes Jixes A, B en deux points a, b, si Ton prend sur cette droite, dans 
chacune de ses positions ^ le point m qui la divise dans un rapport donné 

(cestrà-dire que ^ =^)9 ^ normale à la courbe lieu des points m 

divise dans le même rapport X le segment intercepté sur la normale, au 
point où la droite touche U , par les normales des deux courbes A, B aux 
points di^h de lu droite 7nobile. 

^*^ 1 volume in-8", 1867, Mallet-Ba- ^*^ Nouvelles Annales de Mathémaûqut^> 

chelier. t. XVI, p. 39îi-339. 
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M. Manobeim conclut de là que, inversement : Si une droite se 
meut de manière que trois courbes données M , A , B divisent tou- 
jours cette droite dans un rapport donné, on détermine le point où 
elle touche son enveloppe en menant à la droite une perpendicu- 
laire qui soit divisée par les normales aux trois courbes, dans le 
rapport donné. 

Il fait diverses applications de ces deux propositions. 

Dans les Annali diMatemaiica (t. I, p. 36/i-369), M. Mannheim i858. 
donne la construction du centre de courbure de la courbe lieu des 
points dont les distances à deux courbes données sont dans un rapport 
constant. 11 applique la construction générale aux coniques, aux 
ovales de Descartes et aux caustiques par réfraction. 

Dans le tome II du même recueil, sous le titre de Note de Géo- 
métrie infinitésimale y il est revenu sur les mêmes questions et a 
obtenu cette proposition : Deux tangentes consécutives d'une courbe 
A interceptent sur deux courbes B , C deux arcs infiniment petits dont le 
rapport est le même que celui des normales à ces arcs y terminées à la 
normale de la courbe A ^^K 

Construction des centres de courbure des lignes décrites dans le mou^ i858. 
vement dCune figure plane qui glisse sur son plan ^^K — On remarque 



^'^ Ce théorème a été reproduit dans 
]e Traité de Cinématique de Bour, in-8*, 
i865, Ganlhiei^ViHars. (Voir p. A6-60.) 

La cyeUde, cette surface si remar- 
quable, introduite dans la science, et 
ainsi nommée par M. Dupin, il y a fort 
longtemps, n'a reparu, de même que les 
Bffnes asymptotitjues , que dans des recher- 
ches fort récentes. On peut citer princi- 
palement, à ce sujet, un Mémoire impor- 
tant de M. J. Clerk Maxwell, le premier, 
je crois, qu'on ait consacré exclusivement 
à cette surface. 

Après quelques remarques optiques, 



M. Maxwell est conduit à chercher une 
surface dont les normales s'appuient sur 
deux courbes, et il trouve la cylindre. Il 
en donne deux constructions par points . 
montre que son inverse est une cychde , 
en étudie les différentes formes , dont 
il donne, d'après des figures planes, 
des représentations stéréoscopiques d'un 
grand intérêt, et qui seront un précé- 
dent extrêmement utile. (Voir Quarterly 
Journal of Pure and Applied Mathematics, 
t. IX, 1867, p. iii-iaô.) 

^'^ Journal de l'École Polytechnique, 
XIX vu* cahier, p. 179-190. 
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dans ce travail quelques résultats relatif au roulement d'une 
conique sur une courbe fixe quelconque ou sur une droite : Dam 
le roulement 9ur une courbe Jtxe^ les centres de courbure des arcs durits 
par les points de la coniquCy à un instant du mouvement^ sont sur use 
autre conique qui touche la conique mobile en son point de contact am 
la courbe fixe. 

Si la conique mobile est un cercle, la conique lieu des centres 
de courbure des arcs décrits est aussi un cercle. 

Dans le roulement d'une conique sur une droite L, on a, relati- 
vement à la courbe décrite par un foyer, la relation 

1 + 1 = 1 

p étant le rayon de courbure de la courbe en un de ses points, N la 
portion de la normale terminée à la droite L, et a le demi-grand 
axe de la conique. 

C'est la relation, comme le remarque M. Mannheim, trouvée par 
M. Delaunay dans son Mémoire sur la surface de révolution dont la 
courbure moyenne est constante. 

i85g. Recherches géométriques relatives au lieu des positions successives des 
centres de courbure d^une courbe qui roule sur une droite ^^\ — Les 
considérations générales sur lesquelles reposent ces recherches 
conduisent l'auteur à plusieurs résultats particuliers intéressants. 
Nous citerons cette propriété de Tépicycloïde décrite par un pomt 
d'un cercle qui roule sur un cercle fixe : Lorsqu'une épicycloide roulé 
sur une droite, le lieu des positions successives de ses centres de courbure 
aux points de contact avec la droite est une ellipse. 

Pour une cycloïde qui rouie sur une droite, le lieu des centres de 
courbure est un cercle. 

Pour une chaînette, on trouve une parabole; etc. 

'^ Journal de Mathématiques, q* série, t. IV, p. 98-1 o/i. 
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Application de la transformation par rayons vecteurs réciproques à 1860. 
r étude de la surface enveloppe d^une sphère tangente à trois sphères don- 
nées ^^K — M. Mannheiin a fait un usage très-heureux de ce procédé 
de transformation à l'étude de la surface cycltde de M. Dupin, sur- 
face enveloppe d'une sphère variable tangente à trois sphères 
fixes. En prenant pour pôle de transformation un point de la circon- 
férence qui coupe à angles droits les trois cercles des sphères si- 
tués dans le plan de leurs centres, les sphères transformées ont 
leurs centres en ligne droite; la cyclide devient donc un tore, et 
Ton applique dès ïors immédiatement à la cyclide les propriétés 
connues du tore. 

Par exemple , ce théorème de M. Yvon Villarceau , que tout plan 
doublement tangent à un tore coupe la surface suivant deux cercles ^^\ 
donne lieu au suivant : Une sphère doublement tangente à une cyclide 
coupe la surface suivant deux cercles. M. Mannheim complète cet 
énoncé en démontrant que : Les plans des deux cercles sont eux-mêmes 
doublement tangents à la cyclide^^K 

M. Mannheim, revenant, dans un autre travail W, sur le même 
mode de transformation, appelle pâle principal un point par rapport 
auquel une figure est à elle-même sa transformée. l\ démontre entre 
autres cette proposition importante dans la théorie des surfaces : 
Lorsqu'une surface a un pâle principal^ il en est de même de sa trans- 
formée relative à un pôle quelconque. 

D fait aussi diverses applications de cette notion d'un pôle prin- 
cipal à la théorie des caustiques. 

Sur les arcs des courbes planes ou sphériques considérées comme en- 1862. 

'*^ NùweUe» Annales de Mathématiques , cône du second ordre circonscrit à la cy- 

L XIX, 1860, p. 67-7 9» clide suivant une courbe sphérique. (Nou- 

^ Comptes rendus, t. XXVII, 18A8, veUes Annales de Mathématiques, 9* sërie, 

p. a&6. t. V, 1866, p. 919-225.) 

^' M. A. Godart a démontré depuis ^^^ Nouvelles Annales de Mathématiques, ' 

qae ces pbms Intangents enveloppent un t. \X^ p. t^iH. 
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velappes de cercles ^^K — M. Mannheim démontre d'aboqi que les 
courbes représentées en coordonnées polaires par f équation 

r^—2r F(û))+a=o 

peuvent être considérées comme lenveloppe d*une suite de cercles 
qui ont leurs centres sur une certaine courbe , et qui coupent ortho- 

gonalement le cercle de rayon \/a ayant son centre au pôle d'où 
partent les rayons vecteurs r. 

Pour déterminer la courbe lieu des centres des cerdes, on se sert 
de la courbe A représentée par Téquation p = F(w), et Ion mène 
par ses points les perpendiculaires aux rayons vecteurs : ces per- 
pendiculaires enveloppent la courbe cherchée. 

Lorsque la courbe proposée est une ovale de Descartes rapportée 
à Tun de ses foyers pour pôle, la courbe A est un cercle, et les trois 
cercles relatifs aux trois foyers sont concentriques. 

M. Mannheim, en se servant d'une proposition de Géométrie in- 
finitésimale dont il a été question ci-dessus, parvient à l'expression 
simple de la somme ou de la différence de deux arcs de certaines 
courbes, notamment des caustiques secondaires y lesquels arcs dépen- 
dent d'intégrales d'un ordre élevé. Il arrive ainsi à divers résultats 
dont le suivant concerne les ovales de Descartes : Deux arcs camprù 
chacun entre deux rayons issus d'un foyer ont leur différence ^ale à un arc 
d^ellipscy proposition démontrée différemment par M.W. Roberts'^l 

M. Mannheim remarque ensuite que les courbes représentées 
par l'équation générale ci-dessus ont la propriété de se transformer 
en elles-mêmes par rayons vecteurs réciproques, le pôle de trans- 
formation étant au pôle d'où partent les rayons vecteurs; ce qu'on 
savait à l'égard des ovales de Descartes, d'après un théorème de 
M. Quelelet'^^. 

^'^ Journal de Maihhnatinucs , t VII, ^^^ Des surfaces réfléchissantes ou diri- 

1 86 Q , ù* sëric , p. i a i - 1 35 . mantes qui ont deux foyers conjugués. (\^oir 

^'^ Journal de Mathématiques , t. \V, Correspondance mathématique et physique, 

i85o, p. 19^1. t. V, 18Q9, p. 4, 3'.) 
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Au sujet de ces courbes qui se transforment en elles-mêmes , il 
fait connaître la proposition suivante , qui lui a été communicpée par 
M. Moutard, et qui paraît être le point de départ de la théorie des 
courbes et des surfaces anallagmatiques dont nous parlerons plus loin : 
Les courbes du quatrième ordre qui peuvent se transformer en elles-mêmes ^ 
par rayons vecteurs réciproques ont quatre pôles principaux; elles peuvent 
être considérées de quatre manières différentes comme enveloppes de cercles; 
les centres de ces cercles sont sur quatre coniques homofocales. 

Recherches sur les longueurs comparées d^arcs de courbes différentes (^). 1 863. 
— Dans ce Mémoire, M. Mannheim fait usage de la proposition re- 
lative aux arcs infiniment petits déterminés sur deux courbes fixes 
par une droite mobile, qui a été citée précédemment. Passant aux 
courbes gauches, il démontre ce théorème remarquable : Si Ton 
fait rouler sur un plan fixe la portion d^une surface développable comprise 
entre deux génératrices, un point P quelconque entraîné dans ce mou- 
vement décrit un arc égal en longueur à Varc qui est le lieu des pieds des 
perpendiculaires abaissées du point P, supposé fixe , sur les plans tangents 
de la surface comprise entre les deux génératrices. 

Transformation par polaires réciproques des propriétés relatives aux 1866. 
rayons de courbure ^^\ — M. Mannheim établit la relation qui a lieu 
entre le rayon de courbure d'une courbe donnée, en un point, et 
le rayon de courbure de la transformée de cette courbe, au point 
dont la tangente est la polaire du point de la première courbe. 

Passant aux courbes gauches et aux surfaces, il transforme la re- 
lation d'Euler sur les rayons de courbure d'une surface en un point, 
et il parvient à une relation plus générale , dans ce sens que cette 
relation concerne les rayons de courbure des sections de la surface 
Caites par des plans passant non plus par la normale , mais par une 
droite quelconque. 

^*) Journal de fÉcote Polytechnique, '^' Jaumat de Mathématiques , ^* série y 

XL* cahier, i865, p. aoS-sog. t. XI, p. igS-sio. 
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1866. Sur le déplacement cmUmu if wi corpe eoUde; Nomdie màhaiê fmar 
déterminer le$ normales aux lignes ou surfaces décrites pendant ce it- 
placement (>). — Nous citerons la proposition suivante , dont i antenr 
fait des applications utiles : Dane le déplaemnent ù^lnknma petit im 
corps, si par tous les points onmène,parallilementàuHplandonné,iu 
normales aux trajectoires des points, toutes ces normaks rencontrent wu 
même droite parallèle à Faxe de rotation du corps. 

Cette droite est le lieu des foyers des plans du corps parallèles 
au plan donné. 

M. Mannheim, en reproduisant ce Mémoire dans le JoumdiB 
Mathématiques ^^\ y a ajouté le théorème suivant, communiqué à 
la Société philomathique ^'\ qui donne lieu à des conséquences 
importantes : Dans le mouvement iun corps solide, les normales eux 
trajectoires des points de ce corps qui s'appuient, à un instant du déftê- 
cément, sur une droite donnée, rencontrent une seconde droite. 

L auteur conclut de là une construction de la tangente à la tra- 
jectoire de chaque point d'un corps solide dont le mouvement est 
déterminé par cinq conditions. 

Considérant ensuite le cas où le mouvement d'un corps nest 
assujetti qu'à quatre conditions, M. Mannheim trouve que : £ef 
points du corps se déplacent sur des surfaces dont les normahs, à m 
instant quelconque, s'appuient toutes sur deux droites. 

Il indique plusieurs applications de cette proposition. 

«867. Construction géométrique y pour un point de la surface des ondes, in 
centres de courbure principaux et des directions d4» lignes de coui^ 
— On n'avait déterminé jusqu'ici que la normale en un point de 
la surface des ondes ^^\ M. Mannheim retrouve cette construction, 

^') QmpteM rendus, t. LXir{i866, ^^^ Omptet rendu», L LXIV, p. 170- 

p. i386-i39o. 17/i. 

<•> T. XI, a* série , 1866, p. 973-979. '*^ Mémoires de MM. Mac CuBaghel 

^') Bulletin de la Société phihmathique , Plûcker. (jVoir ci-dessus, chap. i, p. 5o, 

i& juillet 1866, p. 79. ^ 5i et 59.) 
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puis, ce qui offrait plus de difficulté, il détermine la direction des 
lignes de courbure de la surface et ses deux centres de courbure 
principaui. La solution de ces questions, jusqu'ici non résolues, est 
fondée sur certaines propriétés du déplacement d'un corps solide 
dans Fespace, théorie à laquelle M. Mannheim a donné beaucoup 
de développements dans le travail suivant. 

Mémoire sur le déplacement d! une figure déforme invariable; Nouvelle 1 868. 
méthode des normales; Applications diverses^^K — Ce Mémoire impor- 
tant, présenté récemment à TÂcadémie, a été le sujet d'un rapport 
dont il nous suffira d'extraire quelques passages '^^ : 

crOn 8*est beaucoup occupé, depuis une vingtaine d'années, au 
c: point de vue géométrique, du déplacement infiniment petit d'un 
cr corps solide dans l'espace. On a fait connaître de nombreuses 
cr propriétés concernant soit les trajectoires des différents points du 
«t corps pris sur des droites, des plans ou des surfaces, soit les diffé- 
« rentes manières de produire le déplacement par des translations 
(T et des rotations. 

crMais dans cette question on n'a considéré généralement j us- 
er qu*ici que le déplacement en lui-même, abstraction faite des con- 
ffditions géométricjues qui le déterminent, conditions qui peuvent 
rétre très-diverses : ce seront, par exemple, que des points du 
<r corps glissent sur des lignes ou des surfaces, que des lignes ou des 
cr surfaces entraînées par le corps passent par des points ou touchent 
ffdes lignes ou des surfaces, etc. 

tr On ne trouverait que quelques cas bien rares où l'on ait con- 
r sidéré ainsi des conditions de déplacement. 

cr Cette question cependant est fort importante. Le cas du simple 
cr déplacement d'une figure plane sur son plan en ollVe une preuve 
cr frappante. On sait, en effet, qu'ayant reconnu dans ce déplacement 
cr l'existence d'un certain point qui reste fixe, on a conclu de là im- 

^'^'Cbfi^tef midW^ t. LXVI, p. 53f2. Bonnet, Ghasles, rapporteur. (Comptes 

'*' Commissaires: MM. Bertrand, Oss. rendus, 1. fAVl, p. 69 1.) 
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(T média tement une méthode des tangentes, puis aussi des centres 
ffde courbure, des courbes qu'on peut regarder comme demies 
trdans le mouvement d'une figure de forme invariable déterminé 
frpar certaines conditions. On est donc induit à penser que le dé- 
(T placement d'une figure dans l'espace pourra de même procurer la 
(T solution de pareilles questions dans la théorie générale des lignes 
r et des surfaces courbes. 

(T C'est cette étude du déplacement, ou plutôt des déplacements 
fr divers d'un corps, compatibles avec des conditions données, qne 
<r M. Mannheim s'est proposée , après s'être préparé à surmonter les 
fr difficultés de ce travail par la solution de très-nombreuses qnes- 
ff tioDS se rattachant au déplacement d'une figure plane, t» 

Conclusions : a L'étude des déplacements que peut prendre nn 
ff corps soumis à moins de cinq conditions n'avait point encore fixé 
(T l'attention des géomètres , et , à cet égard , elle constitue un progrès 
(T dans la marche naturelle de la science. Les applications que l'ha- 
jcrbile professeur a faites de ses résultats à de nombreuses questions 
rr concernant la théorie des lignes et des surfaces courbes, dont on 
crue possédait point encore de solutions, donnent une importance 
rr très-marquée à son travail, que nous sommes heureux de signaler 
a avec confiance à l'attention particulière des géomètres, et dont 
trnous avons l'honneur de proposer à l'Académie Tinsertion dans 
a le recueil des Savants étrangers, n 

VI. iM. BOURGET. 

i853. Les travaux de M. Bourget, nombreux et importants, concernent 
principalement la Mécanique céleste et la Physique mathématique. 
Mais nous y remarquons aussi un Mémoire de pure Géométrie , sur 
r attraction des paraboloïdes elliptiques y qui fait partie d'une thèse 
pour le doctorat. 

M. Bourget appelle paraboloïdes isothétiques des paraboloïdes 
égaux et do môme axe, dont les pointas correspondants sont sur de*^ 
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parallèles à Taxe. Ces paraboloîdes , ainsi que le fait remarquer 
1 auteur, peuvent être considérés comme dérivant d'ellipsoïdes con- 
centriques et homothétiques dont un sommet reste fixe pendant 
que l'autre sommet s'éloigne à Tinfîni. De sorte que les propriétés 
relatives aux paraboloïdes isothétiques, à l'attraction des couches 
paraboliques et aux surfaces de niveau , correspondent à celles des 
ellipsoïdes, et peuvent parfois s'en conclure. Mais M. Bourget dé- 
montre directement tous les théorèmes et les résultats qui s'en- 
suivent relativement à l'attraction. Il n'a pas besoin de la notion des 
points correspondants sur les paraboloïdes homofocaux. 

Plus tard , dans un nouveau Mémoire ^^\ il se sert de ces points 
correspondants et donne de nouvelles démonstrations des princi- 
paux résultats de son premier travail ^^K 

VII. — M. Poudra. 

Les ouvrages de Desargues, géomètre émûient du xvii® siècle, 
étaient pour la plupart de simples essais ou brouillons^ojets ^ impri- 
més parfois sur des feuilles volantes. Aussi ne nous sont-ils pas par- 
venus, et n étaient-ils connus jusqu'à ces derniers temps que par 
quelques fragments, conservés principalement dans les traités de 
Perspective et de la Coupe des pierres du graveur Bosse. 

Les géomètres regrettaient surtout la perte du Traité des coniques ^ 
mis au jour en 1 636 , sous le titre : Brouillon-frojet dune atteinte aux 
événements des rencontres d'un cône avec un plan^ ouvrage dont Des- 
cartes, Pascal et Fermât ont parlé avec éloges. 

Une copie de ce Traité, faite par de la Hire en 1679, ce qui 

^'^ Note êwr rattraetùm des paraboloïdes. potentiel d'une couche infiniment tninee corn- 

(Voir Jtmrnal de Mathématiques , s' sërie, prise entre deux paraboloïdes elliptiques, a 

t n, 1867, p. 81-90.) trouvé que Texpression du potentiel ne 

^ M. Hirst, en reprenant par des con- dépend que des logarithmes et non des 

sidératioiM différentes cette même ques- transcendants elliptiques. (Journal de Ma- 

tioD, dans un travail intitulé : Sur le thématiques, !i2' série, t. II, p. 38«S-39i.) 
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semble indiquer que déjà à cette époque Fouvrage était devenu 
fort rare, s'est retrouvée, il y a une vingtaine d'années, avec on 
exemplaire des traités originaux de Desargues sur la cfmpe de$ fiam 
et les cadrans (traités très-succincts, quatre pages in-folio). Ces 
fragments précieux ont été acquis aussitôt par la Bibliothèque de 
l'Institut (»). 

M. Poudra, ancien élève de l'Ecole Polytechnique, officier supé- 
rieur d'état-roajor en retraite, que recommandaient à l'Académie 
divers Mémoires de Géométrie et surtout un excellent Traité de fm- 
pective -relief, dont nous parlerons plus loin, obtint l'autorisation 
de mettre au jour cet ouvrage des coniques. Il y a joint d'autres 
fragments des œuvres de Desargues et toutes les notions qui pou- 
vaient s'en trouver dans quelques pièces du temps, devenues aussi 
d'une grande rareté. Ce travail, fruit de recherches persévérantes, a 
donné lieu à deux volumes qui ont paru en i864, sous le titre: 
Œuvres de Desargiies, précédées d^une nouvelle biographie de V auteur. 

M. Poudra a ajouté à ces fragments de Desargues des commen- 
taires, principalement sur le Traité des sections coniques, qui est 
d'un style fort obscur, par suite surtout d'un grand nombre de 
dénominations inusitées et qui, Touvrage ayant été perdu, n'ont 
plus reparu dans aucun autre. 

On savait, et la révélation avait été faite en premier lieu par 
M. Poncelet dans l'introduction de sou Traité des propriétés projec- 
tives, que Desargues avait fait usage de quelques propositions de la 
théorie des transversales, et qu'on lui devait notamment le célèbre 
théorème sur l'mvo/ttaon des six points dans lesquels une conique et 
les côtés d'un quadrilatère inscrit dans la courbe rencontrent une 
droite quelconque. Mais on ignorait jusqu à quel point Desargues 
avait poussé les applications de ces éléments de la Géométrie mo- 



^'^ Voir Comptes rendua de V Académie des sciences, t. XX, 18/10 : Note sur les ouvrages 
de Desarfptes , p . 1 5 5 o- 1 f» 5 /i . 
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deme. Kouvrage retrouvé était donc précieux pour répandre 
«quelque jour sur cette partie de l'histoire de la science. 

M. Poudra, en parvenant à éclaircir la solution d'un problème 
considérable pour l'époque, a montré la sagacité de Desargues et 
£adt connaître l'étendue de sa méthode; car cette solution a toute 
la perfection (jue l'on pourrait demander à la Géométrie actuelle. 
11 s'agit du problème suivant : 

Un cane qui a pour base une conique G est coupé par un plan : on de- 
mande de déterminer sur le plan de la hase : i ° fe point qui correspond 
au centre de la section; ^^ les droites qui correspondent aux deux axes de 
cette courbe y et 3° les points qui correspondent à ses foyers. 

Desargues se sert, pour résoudre les trois parties de ce pro- 
blème, d'une seule droite et du sommet du cône; la droite est la 
trace , sur le plan de la base du cône , du plan mené par le som- 
met parallèlement au plan de la section. Appelons D cette droite. 
Que par un point a de D on mène deux tangentes à la conique G, 
la corde de contact rencontre D en a'. Ces couples de points a, a' 
forment une involution. Que par le sommet du cône on mène les 
côtés d'un angle droit qui rencontrent la droite D en deux points fc, V: 
ces couples de points forment une seconde involution. Les deux 
involutions ont un segment commun cc\ Les polaires des deux points 
c, c'j relatives à la conique G, sont les" deux droites X, X' qui cor- 
respondent aux axes de la section du cône; et leur point d'inter-- 
section correspond au centre de la section , ce qui résout les deux 
premières parties du problème. 

Quant à la troisième, que l'on considère les deux points ^, 6' de la 
droite D; que par l'un on mène une tangente à la conique G, et 
par l'autre la droite aboutissant au point de contact : cette tangente 
et cette droite rencontrent la droite X en deux points e, e. Ges 
couples de points e, e forment une involution dont les points doubles 
correspondent aux deux foyers de la section du cône situés sur 
l'axe aucpiel correspond la droite X. 

Gette construction est fondée, comme on le reconnaît aisément, 
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sur cette propriété, que la tangente et la normale en chaque 
point d'une conique rencontrent un axe en deux points qui sont- 
conjugués harmoniques par rapport aux deux foyers, de sorte 
que ces couples de points forment une involution dont les fbyen 
sont les points doubles (réels sur un axe, imaginaires sur Tautre). 
Cette solution, exposée ainsi fort clairement par M. Poudra, repose, 
dans Touvrage de Desargues, sur quatre propositions asseï com- 
, pliquées. 

On peut juger néanmoins, d'après cet exemple, que la perte du 
Traité des coniques de Desargues , et bientôt après aussi la dispa- 
rition de plusieurs ouvrages de Pascal, au nombre desquels se 
trouvait un Traité fort étendu des sections coniques fondé sur 
des considérations empruntées de Desargues lui-même, ont causé 
un grand dommage aux progrès de la science et à la connaissance 
historique des travaux du wif siècle ^^L 

1869. Le Traité de perspective-relief de M. Poudra , mentionné ci-dessus, 
a été présenté à TAcadémie dans sa séance du si juin 1863, sous 
ce titre : Traité de la pertspective^eliefy avec les applications à la coHi- 
truction des has-reliejsy aux décorations théâtrales et à farehitectwre^. 
Ce travail , important au point de vue de la rigueur mathématique 
et des nombreuses questions de l'art qu'il embrasse , a été le sujet 
d'un rapport fort étendu, dont nous reproduirons ici simplement 
les conclusions (^) : crNous arrivons enfin au terme du long examen 
(T qu'ont nécessité les différentes parties de l'ouvrage soumis à notre 
(T jugement. Sans avoir la pensée de prescrire aux artistes l'usage 
(T exclusif des règles rigoureuses fondées sur la théorie géométrique 

^^^ M. Creinona, dans une analyse in- ^*^ Comptes rendus, t. XXXIV, i85a, 

tëressante des deux volumes de M. Pou- p. 9/16. — L'ouvrage a été imprime, 

dra, et particulièrement du Brouillon- 1 vol. in-8', 1860. 

projet des coniques, a fait connaître, sous ^'' Commissaires, MM. Poncelet et 

leur ënonc(^, même, plusieurs des propo- Chasies. (Voir Comptes rendus, t. XXXVII, 

sitions importantes de cet ouvrage. (Voir i8ô3, p. 880-901.) 
Annali di Matematica , t. V, 1 863 , p. 333.) 
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(rdéveloppée par M. Poudra, nous exprimerons néanmoins la con- 
ffYÎction que, dans tous les travaux d'art oii Ton se propose l'imi- 
ff tation par des effets d'apparence et d'illusion , on pourra toujours 
ff consulter avec fruit cet ouvrage, où se trouvent, à côté de ces 
«r règles aussi sûres et aussi précises que celles de la perspective 
ff plane, dont la peinture fait un si heureux emploi, des observations 
(T judicieuses et des appréciations motivées qu'on chercherait peut- 
rêtre en vain dans d'autres écrits composés au seul point de vue 
«r artistique. Tï 



M. Poudra, ayant eu à enseigner la perspective à l'Ecole d'état- 
major, a voulu connaître tous les ouvrages qui ont traité, théorique- 
ment et au point de vue pratique, de cette branche de la science. 
H est résulté de ses recherches un volume intitulé : Histoire de la 
perspective ancienne et modeime^ contenant l'analyse d'un très-grand 
nombre i ouvrages sur la perspective et la description des procédés divers 
qui s'y rapportent^^K 

L'ouvrage contient deux parties. La première est consacrée à 
Y Optique des anciens, Euclide, Ptolémée, etc., qui n'était nullement 
la perspective actuelle, mais seulement un recueil d'observations 
sur la vision et les effets que produisent sur l'œil les objets exté- 
rieurs, selon leurs formes, leur position et leurs mouvements 
divers. La seconde partie traite des ouvrages de perspective pro- 
prement dite, c'est-à-dire de la construction géométrique de la 
représentation des objets sur une surface courbe et plus ordinaire- 
ment plane (*^\ 



i86/i. 



('î Paris, 1 864, in-8'. 

^'^ Voici les noms des auteurs an- 
ciens et modernes dont M. Poudra a 
analyse les ouvrages. Dans la première 
partie se trouvent : Euclide et ses traduc- 
teurs, Pena, Egnazio Dante, Chambray; 
Héliodore de Larisse, Ptolëmëe, Vitelion; 
Roger Bacon ; Ramus et Risner ; Oronce 



Fine et Reisch; Hamelius; J. Peccam; 
Aguilon ; MiiJiet-Dechales ; LacaiUe; et 
dans la seconde partie : Vitmve; Pietro 
délia Francesca dal Borgo San Sepolcro; 
Bramante de Milan ; Baldassarede Sienne ; 
Léonard de Vinci; Pomponius Gauricus; 
Léon -Baptiste Alberti; Lucas Pacioli; 
Viator; Albert Diirer; Reiscb et Oronce 



30. 
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De Vwoolulion flane^^\ — M. Poudra appdle Mvobfûiii/ilme f en- 
semble des groupes de trois points qui sont les traces, sur un plan, 
des trois arêtes d'angles trièdres trirectangles de même sommet. 
Ces systèmes de trois points sont les sommets de triangles qui ont 
même point d'intersection des trois hauteurs, c'est-à-dire des trois 
perpendiculaires abaissées des sommets sur les cêtés opposés; en 
outre , le rectangle des deux segments faits sur chaque hauteur par 
ce point est constant. Le point est dit fcif^ central de Finvolution, 
et le rectangle constant puissance de Tinvolution. 

M. Poudra démontre plusieurs propriétés de ces systèmes de 
trois points, c est-à-dire de Tinvolution plane. 

Un jeune officier du génie, M. Picquet, a Sait, dans ces derniers 
temps, une application de cette théorie de Imvolution plane, pour 
la construction des axes d'une surface du second degré ^. 

On reconnaît aisément que ces groupes de trois points d une in- 
Yolution plane sont les systèmes de points conjugués par rapport 
à un cercle imaginaire. Cette considération conduit sur-le-champ 
aux propriétés principales du système. 



«865. Théorie des faisceaux et des involudans^^K — On appelle im>ohui(m 
d^ ordre m, sur une droite x^ une suite de groupes de m points qui 
sont les intersections de la droite et d'un système de courbes 
d'ordre m ayant toutes m' points communs. Les abscisses des points 



Fine ; Sebastien Seriio ; CommaDdin ; Hans 
Leucker; Danid Barbaro ; J. Cousin ; Da 
Cerceau; Vignole ; Sirigati ; Guido Ubaldi ; 
Slevin; Salomon de Caus; Agnilon; Sa- 
muel Marolnis; Uredeman Frisius; Ac- 
cotti; Desargues; Du Breuil; Alleaume 
et Migon; Vaulezard; Battaz; Curabelle; 
Bosse; Renë Gauthier; Ch. Bourguin; Ni- 
ceron; G. Huret; André Albert; Milliet- 
Dechales; Sëb. Lederc; Giulio Troili; 
S' Gravesande ; Schubler; Hamilton; Costa ; 
Jeanrat ; Kaestncr ; I^caille ; Gallus ; Tay- 



lor; Jacquier^ Roy; Petîtot; Lambert; 
Murdoch; Zanoti, De Cure); Tordli; 
Priestley; Lespinasse; Lavit; Palaixeaa; 
Taccani; Thibault; Cloqnet; Dufoor; 
Paillet de Montabert; Friedling; Adhé- 
mar; Poudra. 

^*) Nouvelles Annales de Mathématiqve* . 
a* sërie, t. III, i864, p. ûgS-ôoy. 

^Ubid. a*sërie,t.VII, 1868, p. 456-469. 

^'^ Avec les applications aux tracés des 
courbes des différents ordres, Brocfa. in-8^ 
J. Corrëard, i865. 
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de chaque groupe sur la droite sont déterminées par une équation 
du degré m contenant un paramètre variable, telle que 

F{x) + XF,{œ)=o. 

Un point a d'un groupe étant donné, cette équation fait con- 
naître la valeur du coefficient X qui lui convient; et l'on détermine 
les (m — i) autres points du groupe par l'équation elle-même, qui 
s'abaisse au degré (w — i). 

M. Poudra montre comment on peut déterminer ces (m— i) 
points par la construction d'une certaine courbe d'ordre (m — i). 

La perspective plane, ainsi que la perspective-relief, produisent 1868. 
des déformations d'une figure proposée; déformations qui rentrent 
dans la méthode générale des figures homographiques, et s'en 
distinguent principalement par les positions relatives des figures. 
Les géomètreSy et M. Poncelet surtout, ont souvent tiré de grands 
secours de ces transformations particulières. M. Poudra en a fait 
de nouvelles et nombreuses applications dans un volume intitulé : 
Compléments de Géométrie fondés sur la perspective ^^\ et dans divei's 
articles sur des sujets variés, insérés principalement dans les Nou- 
velles Annales de Mathématiques. 

VIII. — M. TissoT. 

M. Tissot, auteur de plusieurs Mémoires d'Analyse et de Méca- 
nique 9 notamment d'une importante thèse sur le pendule conique^*-^ 
a publié aussi plusieurs reclierclies de Géométrie. 

Une Note sur les hélices^^^ contient le théorème suivant : Pour que iSSa. 
le lieu des centres de courbure d'une hélice tracée sur un cyliîidre soit une 
autre hélice tracée sur un cylindre parallèle au premier, il faut et il suffit 
que la section droite de celui-ci soit un cercle ou une spirale logarithmique. 

^'^ 1 volume in-8', Paris, 18G8 ; Cor- 1 802 , p. 88-1 16. — ^'' Nouvelles Annalea 
réard. de Mathématiques, t. XI, 18 fia, p. /i56- 

^*'' Journal de Mathématiques, t. Wll. /iSy.' 
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Dans ce dernier cas, M. Tissot trouve que les hélices sont situées 
sur deux cônes de révolution ayant même axe et même sommet. 
Il donne en outre la relation qui a lieu entre les demi-angles au 
sommet des deux cônes. 
858. M. Tissot s'est ensuite occupé de la théorie des cartes géogra- 
phiques. Il a d ahord puhlié un Mémoire mr les altérations iangla 
et de distances dans le développement modifié de Flamsteed ^^\ puis trois 
Notes successives qui constituent un même travail '*'. Dans la pre- 
mière l'auteur donne la loi générale suivant laquelle la déformation 
se produit autour de chaque point, quel que soit le système de repré- 
sentation. Cette loi est fort simple; on l'exprime en disant que tout 
cercle infiniment petit sur la surface est toujoui^ représenté par une 
ellipse. Les relations entre le cercle et l'ellipse résultent d'ailleurs de 
la construction suivante : Que Ton projette le cercle sur un certain 
pian , et qae Ton altère les diamètres de Tellipse de projection dans 
un certain rapport, on obtient une seconde ellipse, qui est celle qui 
représente le cercle sur la carte. De là dérivent plusieurs théorèmes 
généraux, concernant la repreîscntation d'une surface sur une autre 
d'après une loi quelconque. Nous citerons le suivant, dont on peut 
faire de nombreuses applications : // existe toujours sur la surface 
un double syjstèine de liipws orthogonales qui restent orthogonales dans 
leur représentation. 

Dans la seconde partie de son travail, M. Tissot compare entre 
eux les divers systèmes de cartes; et dans la troisième il se pro- 
pose de trouver le meilleur mode de représentation pour chaque 
contrée particulière, faisant connaître les altérations d'angles et de 
distances dans différentes contrées ^^\ 

Un jeune ingénieur des ponts et cliaussées, M. CoHignon, a pro- 

^'^ Journal de V Ecole Polytechnique, ^^^ Cette troisième partie de l'ouvrage de 

wwii' cahier, i858, p. 217-235. M. Tissot a été traduite dans les 3/onfA/y 

^*^ Comptes rendus de V Académie, y otices of the Royal Astronomical Society, 

t. XLl\,i859, p. 673-G7G; t. !.. p. /17/i- vol. XXI, i8Gi.p. i()C). 
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posé depuis, dans un travail ayant pour titre : Recherches sur la repré- 
sentation plane de la surface du globe terrestre, un système qu'il nomme 
système central iégale superficie, dans lequel le rapport des surfaces 
se conserve. Ce travail, adressé à TAcadémie '^^ en 1862, a été le 
sujet d'un rapport de M. Bertrand '*^^ et a paru dans le Journal de 
VEcole Polytechnique ^^K Un second Mémoire du même auteur sur le 
même sujet n'est encore connu que par une courte analyse donnée 
dans les Comptes rendus de l'Académie ^^\ Le principe de* la conser- 
vation du rapport des surfaces avait été déjà proposé par Lambert 
dans ses Etudes générales sur les cartes et reproduit par Lorgna. 
(tMais, dit M. Bertrand, ces recherches antérieures, ignorées de 
«tM. Gollignon, ne devaient pasTempôcher de conserver son travail, 
«rqui présente encore un intérêt réel, et dans lequel, après avoir 
(r étudié avec beaucoup d'élégance et de rigueur les procédés de la 
ff construction et les propriétés du système, il en montre nettement 
ffles avantages, qui, dans un grand nombre de cas, semblent devoir 
trie faire préférer à tout autre, n 

Nous ne pouvons parler ici des cartes géographiques sans si- 
gnaler deux ouvrages d'un haut intérêt , embrassant toutes les re- 
cherches des géomètres, celles des géographes qui se rapportent 
au sujet. 

Le premier est une excellente Notice historique due à M. d'Ave- 
zac, membre de l'Académie des inscriptions ^^l Ce travail, fruit 
d'une érudition étendue, toujours mise à profit judicieusement et 
avec une parfaite clarté, fait connaître une foule de recherches 
depuis Hipparque et Ptolémée jusqu'à nos jours, parmi lesquelles 
s'en trouvent dont les traces s'étaient perdues. 

Le second ouvrage, dû à M. Germain, ingénieur-hydrographe de 

<'i Comptes rendus, l. L[V, 186a, ^'^ Comptes rendus, l. LXII, 1866, 

p. tai5-i2t8. p. 881-883. 

^*^ Comptes rendus, t. LX, i865, ^^^ Coupd'œil historique sur la projec- 

p. 76*1-7 65. tion des caries de fréographie, Paris , 1 867, 

^^^ xLi* cahier, i865, p. 73-1 68. in-8' (1« i5o pnfjes. 
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la marine, et intitulé : Traité des projections des caries géographiqw$^^\ 
comprend deux parties. La première contient la théorie mathéma- 
tique des divers systèmes de projections eu usage ou seulement pro- 
posés en vue de satisfaire à des conditions particulières. On y trouve 
notamment lanalyse des beaux Mémoires de Lambert, d'Euler, 
de Lagrange, de Gauss^ et les recherches récentes de MM. Ossian 
Bonnet (*^), Tissot et Coliignon. Dans la seconde partie, fauteur 
expose en détail les procédés graphiques de construction d'un 
certain nombre des projections les plus importantes étudiées pré* 
cédemnient au point de vue théorique. Il donne les moyens d'éva- 
luer les erreurs d'angles, de distances et de surfaces; de mesurer 
les distances de divers points, etc. Ajoutons que M. Germain, en 
rendant hommage au travail si remarquable à tous égards de 
M. d'Avezac, n'a négligé aucune des données historiques qu'il y a 
trouvées. 

IX. — M. Bressk. 

iH53. Mémoire sur un théorème nouveau concernant les nuhwetneiUsplam, 
et sur l'application de la Cinématique à la détermination des rayons, de 
courbure ^^\ — Le théorème dont il s'agit peut paraître appartenir 
exclusivement à la Mécani(|ue, car il se rapporte, par son énoncé 
et par la démonstration qu'en donne l'auteur, aux accélérations des 
différents points d'une figure en mouvement. Cependant on peut le 
ramener à de simples considérations de Géométrie, et c'est ce qui 
nous permet de f indiquer ici sous l'énoncé suivant : 

Quand une figure plane éprouve un déplacement continu dans son pUm, 
si à un instant du déplacement on prends sur le rayon Oa mené du centre 

^'^ Ouvrage approuvé par S. Exe. M. le proposé de simplifier les solutions des 

Minisire de la marine et des colonies, questions traitées par Lambert, Euler, 

1 vol. grand in-8° de 365 pages. Lagrange et Gauss. 

^'^ Sur la théorie mathématique de» '^^ Journal de l'Ecole Polytechnique, 

cartes géographiques, thèse de doctorat, xwv* cahier, p. 89-110. 
i85'j. Dans ce travail, M. 0. Bonnet s'est 
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ingtatUané de rotation àun point a de la figure , le centre de courbure a 
de la courbe décrite par le point a, et un pointai déterminé par la relor- 

lian Oa =^ , le lieu des points aj est une circonférence de cercle pas- 
sant par le point et tangente en ce point à la courbe lieu des centres 
instantanés de rotation de la figure. 

A l'aide de ce théorème, qui fournit une expression de Oa d'une 
construction facile, M. Bresse détermine les centres de courbure 
de plusieurs courbes, telles que la conchoïde,la cissoîdc, la courbe 
de Watt décrite par un point d'une droite dont les extrémités 
glissent sur deux circonférences de cercle; etc. 

On a vu (chap. ni, p. i64) que M. Transon avait déjà traité 
d'une manière générale cette question des centres de courbure 
dans un Mémoire de i8/i5(*', qui a donné lieu à une Note et à un 
travail sur le même sujet f^l 

X. — M. Lagubrrb. 

M. Laguerre , étant encore élève aspirant à l'Ecole Polytechnique , * 8$3. 
a révélé ses heureuses dispositions pour les recherches géomé- 
triques dans une Note sur la théorie des foyers ^^\ où l'on remarque 
surtout une relation entre les angles qui se correspondent dans 
deux figures homographiques. 

(A, B) étant un angle de la première figure et a' désignant le 
rapport anharmonique des deux côtés de l'angle (A', B') de l'autre 
figure et des deux droites menées du sommet de cet angle aux deux 
points qui dans cette figure correspondent aux deux points imagi- 
naires à l'infini sur un cercle , considérés comme appartenant à la 

première figure, on a (A , B) = ^^,— ^*^ • 

^ 2 y/— 1 

^*^ Journal de Mathématiques, l. X, ^*^ M. Laguerre énonce simplement 
p. 1/18-1 56. cette expression. M. Faure, capitaine 
' ^'^ Note de M. Chasies. {Ibid, p. i56 d'artillerie, la dëmontrëe dans un tra- 
ct 20/1-208). vail sur la Transformation des propriàés 

'^^ Nouvelles Annales de Mathématiques , métriques des figures, (Voir Nouvelles An- 

t. XII, i853, p. 57-6G. nales, t. XVIII 387). 
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1 865. Théorèmes gétiéraux sur les courbes planes algébriques ^^K — Les plus 
ÎDtéressaDts de ces théorèmes concernent les foyers des courbes. 
Par foyer on entend ici, avec M. Plûcker, le point d'intersec- 
tion réel de deux tangentes imaginaires qui passent par les deux 
points imaginaires d'un cercle situés à TinGni. 

Ajoutons que, Téquation d'une courbe étant/(x,y) = o, M. La- 
guerre appelle puissance d'un point (a, ^) la valeur numérique 
/(a, (3) du premier membre pour a: = a, y = jS. 

Voici quelques exemples des propositions relatives à une 
courbe U d'ordre n et de classe fx. 

Si iun point M on mène les (fx+^) droites qui coupent la courbe U 
sous un angle V-, le produit des longueurs de ces droites est égal au produit 
des distances du point M aux fifoyet^s réels de la courbe ^ multiplié par la 
puissance du point M et divisé par ( 2 sin V ) ". 

Si d'un point M on mène les (i tangentes de la courbe y le pi^oduit des 
longueurs de ces tangentes est égal au produit des distances du point M 
aux fi foyers réels ^ multiplié par la puissance du point M et divisé par 2" 
et par le produit des distances du point M aux n asymptotes de la courbe. 

La somme des angles que les tangentes menées d'un point M font ave€ 
une droite donnée est égale à la somme des angles que les droites menées 
du même point aux (i foyers réels font avec la même droite ^^K 

1867. Dans une Note sur la détermination du rayon de courbure des lignes 
planes^^\ M. Laguerre introduit d'abord une notion nouvelle en con- 
sidérant ce qu'il nomme le centre haimonique d'un système de points 
par rapport à un pâle. Soient ce pôle, et a, 6, . . . les points con- 
sidérés : que l'on porte sur les droites Oa, Ofc, ... des longueurs 
Oa,, 06,, . . . égales à leurs inverses; que Ton compose ces lignes, 
regardées connne des forces; que Or, soit leur résultcinte, et que 

^'^ Comptes rendus, t. LX, p. 70-73. (Voir Journal de Crelle, t. LXVI, anuëe 

^*^ Ce ihdorème se trouve aussi dans 18GO, p. 344-3Ga.) 
un Mémoire de M. Siebeck sur les courbes ^'' Bulletin de la Société philomathiqne , 

do troisième classe et du quatrième ordre. t. IV, 1 807. p. 1 5-i 8. 
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Ton porte sur cette droite une longueur Or égale à n fois son inverse 

(Or = 7^) ; le point r est dit le centre harmonique des points a, 6, . . . 

relativement au pôle 0, et la longueur Or est la moyenne harmmiique 
des longueurs Oa, Ofc, . . . 

Cela posé, M. Laguerre démontre ce théorème remarquable : 
5i d'un point fon mène les n tangentes (Tune courbe de la classe n , le 
centre harmonique des n points de contact, relativement au point 0, est le 
même que celui des n foyers réels de la courbe. 

Lorsque le point est à l'infini, le centre harmonique devient 
le centre des moyennes distances des points de contact des tan- 
gentes parallèles, lequel est donc le même que le centré des 
moyennes distances des foyers. 

Par ces considérations du centre harmonique d'un système de 
points, l'auteur construit le foyer de la parabole qui a un contact 
du troisième ordre avec une courbe en un point. C'est à ce pro- 
blème que se rapporte le litre de sa Note. 

Sur la courbe résultant de l'intersection d'une sphère et d'une surface 1867. 
du second degré ^^\ — M. Laguerre démontre que ia courbe d'inter- 
section dune sphère et d^une surface du second degré peut être considérée 
comme Venveloppe des cercles de la sphère qui coupent orthogonalement 
un cercle fixe et ont leurs pôles sur une conique sphérique. 

Celte propriété étant semblable à celle qui sert de définition aux 
courbes planes que M. Moutard a appelées anullagmatiques , M. La- 
guerre appelle anallagmatique sphérique la courbe d'intersection 
d'une sphère et d'une surface du second degré. 

On sait que la courbe d'intersection des deux surfaces du second 
degré est, sur chacune d'elles, la courbe de contact de la dévelop- 
pable circonscrite à cette surface et à une infinité d'autres surfaces 
du second degré '^'; et, réciproquement, que la développable cir- 

'*' Bulletin de la Société philotnatfuque ^ ^^^ Au nombre de ces surfaces se 

t. TV, 1867, p. 5 1-58. trouvent quatre coniques, qui sont les 
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consente à deux surfkces du second degré a poor courbe de con- 
tact avec chacune d'elles une courbe du quatrième ordre par la- 
quelle passent une înûnité d'autres surbces du second degré : on 
peut donc dire encore que la courbe de eanlaet JPune epkère etéeU 
dévelùppable dreanêmte à la ephère et à une surface du eecaud degré eit 
une anaUagnuUique ephérique. 

i868. Note tur queJ^ies propriétés des surfaces anaUagmatiques ^^. — 11 
s'agit ici des surfaces du quatrième ordre lieu des intersections suc- 
cessives d'une suite de sphères dont les centres sont situés sur une 
suriiBice du second ordre , et qui coupent toutes orthogonalement 
une sphère fixe. M. Moutard, en considérant ces surfaces, qu'il a 
nommées anallagmatiques , d'après une de leurs propriétés, comme 
nous le dirons plus loin, a reconnu quelles sont susceptibles de 
cinq modes de génération, au moyen de cinq surfaces du second 
ordre et de cinq sphères correspondantes. 

M. Lagûerre fait connaître une relation très-remarquable entre 
ces cinq surfaces du second ordre et les sphères qui leur corres- 
pondent, d'aprè3 laquelle, un des cinq modes de génération étant 
connu, on détermine immédiatement les quatre autres : ^ 

Que l'an circonscrive une développable à la surface du second ordre 
et à la sphère correspondante : les quatre lignes doubles de cette déce- 
loppable appartiendront à quatre surfaces du second ordre homofocaks 
à la première , qui seront les surfaces des quatre autres modes de géné- 
ration. 

Ainsi les surfaces anallagmatiques se rattachent intimement à la 
théorie des surfaces homofocalcs. Le théorème suivant en est encore 
une preuve : 

Etant données deux surfaces honwfocales du second ordre y si par une 

lignes doubles de la dëveloppable. Cette ^*^ Bulktin de la Soeiélé phîhmatkique, 

remarque recevra une application dans la t. V, 1868, p. 17. — Journal l'Institui, 

Note sur les cassiniennes , qui termine cette 39 janvier 1 868 , p. 38. 
Notice dçs recherches de M. l-.aguerrc. 
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droite D , prise dans unplanfixe Q, on mène des plans tangents aux sur- 
faces^ les droites qui joignent les points de contact iune surface aux points 
de contact de T autre sont toujours normales à une même anallagmatique , 
quand la droite D se déplace dans le plan Q. 

Sur les sections circulaires des surfaces anallagmatiques (^). — Dans 1868. 
ces recherches M. Laguerre donne un nouveau mode de génération 
des surfaces anallagmatiques par points, en se servant des plans 
tangents à une surface directrice. A chaque plan tangent corres- 
pondent deux certains points qui appartiennent à la surface anal- 
lagmatique. 

Une sphère S et un plan P étant donnés, il existe sur le dia- 
mètre de la sphère, normal au plan, deux points jt? , p', situés de 
part et d autre à égale distance du plan et conjugués harmoniques 
par rapport au diamètre : ces deux points ^ont dits associés au 
plan. 

Gela posé, une anallagmatique du quatrième ordre peut être définie 
comme étant le lieu des points associés aux plans tangents d^une surface du 
second ordre A. 

M. Laguerre conclut de là les deux théorèmes suivants, relatifs 
à la normale en un point de la surface anallagmatique, et au plan 
normal à une courhe tracée sur la surface : 

La normale en un point d!une anallagmatique passe par le point corres- 
pondant de la surface A. 

Le plan normal en un point d'une courbe tracée sur une anallagmatique 
passe par la tangente conjuguée à la tangente de la courbe correspondante 
sur la surface A , en son point qui correspond au point de r anallagma- 
tique. 

M. Laguerre démontre encore diverses propriétés sur l'orthogo- 
nalité des surfaces homofocales, et sur les sections circulaires de ces 
surfaces. 

^*^ Bulletin de la Société philomathique, t. V, p. ^8. — Journal l'Institut, i5 avril 
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1868. Sur les courbes gauches résuUant de rintersection de deux surfaces du 
second ordre ^^\ — On sait que par la courbe d'intersection de deux 
surfaces du second ordre passent quatre cônes du second ordre. 
Leurs sommets déterminent un tétraèdre. M. Laguerre démontre 
que si, par un point m de ia courbe, on mène une droite qui s ap- 
puie sur deux arêtes opposées de ce tétraèdre, cette droite passe 
par un second point m de la courbe. Il dit que ces deux points sont 
conjugués. De sorte qu à un point m correspondent trois points con- 
jugués m', m\ m"', déterminés au moyen des trois couples darêtes 
opposées du tétraèdre. M. Laguerre démontre diverses proposi- 
tions relatives à ces couples de points conjugués. Nous citerons les 
suivantes : 

Toutes les cordes qui s'appuient sur les deux mêmes arêtes du tétraèdre 
forment une surface du quatrième ordre qui a ces arêtes pour lignes 
doubles. 

Si par une droite qui s'appuie en deux points d'une courbe A on mène 
trois couples de plans passant par trois couples de points conjugués rela- 
tifs à deux mêmes arêtes opposées, ces trois couples de points sont en imnh 
lution. 

1868. Sur les cassiniennes planes et sphériques W. — La courbe d'inter- 
section d'une sphère et d'une surface du second degré peut être 
regardée, ainsi qu'on l'a dit ci-dessus, comme la courbe de contact 
de la développable circonscrite à la sphère et à une conique. Le 
plan de cette conique coupe la sphère suivant un cercle. Lorsque 
l'on peut inscrire dans le cercle un quadrilatère circonscrit à la 
conique, on obtient une variété particulière des courbes gauches 
sphériques du quatrième ordre, (jue M. Laguerre appelle cassi- 
niennes. 

Des trois systèmes de deux points conjugués qui existent sur la 

<'^ Bulletin de la Société phtlomathiquc , ^'^ Bulletin de la Société philomathique , 

t. V, p. 65. — Journal l'Institut, i3 mai t. V, p. ko, 18G8. — Journal VlnstituU 
1868, p. 167. 8 avril 1868 , p. 1 17. 
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courbe spliérique, il en est un qui pressente la propriété suivante: 
Ettmt pris un point fixe P mr la sphère^ si par ce point et un couple quel 
conque de points conjugués on fait passer un cercle y et si sur ce cercle on 
prend par rapport aux deux points conjugués le point harmonique du 
point P (de façon que les rayons du cercle menés aux quatre points 
forment un faisceau harmonique), le lieu de ce quatrième point est un 
cercle. 

M. Liaguerre donne à ce sujet plusieurs théorèmes importants. 
Nous citerons le suivant : Soient k, B ^/ C, D deux couples de points 
conjugués d^une cassinienne, et a, b, c, d, /^8 points de la sphère qui 
leur sont diamétralement opposés y m étant un point quelconque de la 
courbe y la différence des aires des deux ttnangles sphériques mac, mbd 
est constante. 

Les cassiniennes sphériques donnent par une projection stéréo- 
graphique les cassiniennes planes. Ces courbes sont généralement 
du quatrième ordre. Elles peuvent être aussi des cubiques. Ce sont 
alors les focales qui ont été étudiées par MM. Qûetelet, Dandelin 
et Van Rees ^^l 

XI. — M. Valson. 

Application de la théorie des coordonnées elliptiques à la géométrie de i85/i- 
lellipsoide. — Ce travail, qui est le sujet d'une thèse pour le doc- 
torat, présentée à la Faculté des sciences de Paris en 1 854, se 
compose de trois parties. La première se rapporte à la courbure 
des lignes tracées sur l'ellipsoïde et renferme diverses propriétés 
des rayons de courbure. Citons les deux suivantes : 

Le produit des rayons de courbure principaux est constant pour tous 
les points de contact des plans tangents à V ellipsoïde et à une sphère con- 
centrique. 

Si y par chaque point d'une ligne de courbure , on mette une ligne géo^ 
désique tangente à une autre ligne de courbure du même système^ les 



;') 



Correspondance mathématique et physique de Bruxelles, t. V, p. 36 1-87 8. 
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rayons de courbure^ en ce points de la Ugne de courbure ei de la Ugne 
géodésique ont un rapport constant. 

La seconde partie renferme plusieurs belles propriétés de reiii{H 
solde analogues à celles des foyers dans les coniques, et que, par 
cette raison, Y auteur sip^eWe propriétés focales. 

Les normales menées par les ombilics réels rencontrent le grand 
axe en deux points, qui sont les centres de deux sphères tangentes 
à l'ellipsoïde, chacune en deux ombilics symétriques par rapport 
au grand axe : ces sphères sont dites sphères focales. Ce sont ces 
sphères qui donnent lieu aux propriétés dont il s'agit. Ainsi : 

Pour chaque point d^une ligne de courbure de F ellipsoïde y la somme 
ou la différence des tangentes menées du point aux deux sphères est 
constante. 

A chaque ligne de courbure correspond un plan P perpendiculaire au 
grand axe y tel, que la tangente menée de chaque point de la ligne de 
courbure à une sphère focale est à la distance du point au plan P hm 
une raison constante ^^K 

M. Valson démontre encore diverses propositions qu'il appelle 
propriétés projectives sur les plans des sections circulaires ^ et qu'il déduit 
d'un théorème remarquable de M. Michael Roberts établissant une 
relation fort simple entre les équations elliptiques des courbes tra- 
cées sur l'ellipsoïde et les équations des projections de ces courbes 
sur le plan diamétral d'une section circulaire, théorème dont voici 
l'énoncé : «rSi fx,rsont les coordonnées d'un point de l'ellipsoicle 
(r (p, e, Sj), et si l'on projette ce point sur le plan d'une section cir- 
î:culaire par des droites parallèles à l'axe Oz, on a jx = afXoi 
(ci; = ar^,, fj^ et Vo désignant les demi-axes focaux des deux coniques 



^'^ M. Heilermann (de Coblcntz) est ei imprimé dans h Journal de Mathéma- 

aussi parvenu, poslt^ricurenicnl h M. Val- tiques de Crclle, l. LVI, p, 3^5-36/i , soii-^ 

son , h ces deux ihëorèraes , dans un Ira- le litre : Ueber die Focaipuncte der Flâchen 

vail communique^ a rAcad(fmio de Berlin zxveitcii Grades. On trouve une analyse ih 

par iM. Wciei'strass , dans la séance d'avril ce Mémoire dans les Nouvelles Annales de 

tS^S {\oiv Monatsberichte der A kademie). Mathématiques, t. XVII, i858, p. i>i-'- 
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et homofocalcs qui passent par la projection du point (fx, r), et qui 

rr ont pour foyers les projections des ombilics; a= ^ ^ ^^' '*l -n 

H résulte de là que, si une courbe sur l'ellipsoïde a pour équa- 
tion F (jx,r) = 0, la projection de cette courbe est représentée par 
Téquation F(ajXo,aro) = o, ce qui permet d'étendre aux courbes 
tracées sur l'ellipsoïde certaines propriétés des courbes planes. 

Des coordonnées paraboliques et de lenr application' à la géométrie des 18G0. 
parabohîdes ^^\ — Dans ce Mémoire, dont un extrait seulement a 
paru , l'auteur applique au système triple de paraboloïdes ortho- 
gonales la théorie des coordonnées elliptiques de M. Lamé, et aux 
lignes tracées sur une paraboloïde elliptique les théorèmes de la 
deuxième partie du Mémoire précédent. 

XII. — M. Garlin. 

M. Garlin, dans une Note sur les sectimis toriques^^\ démontre ce i85/i. 
théorème : La section du tore par un plan parallèle à Vaxe est une courbe 
lieu des sommets des angles de même grandeur circonscints à une conique. 
Réciproquement, par une telle courbe on peut faire passer un tore. 

Dans un travail intitulé : Modes de génération des cassinoïdes et des i855. 
lemniscates^^\ M. Garlin résout quelques questions de lieux qui con- 
duisent à des cassinoïdes et à des lemniscates. 

Mais c'est surtout dans sa thèse de Mécanique (i853) que 
M. Garlin donne la mesure de son talent. Cette thèse a pour litre : 
Sur les surfaces isothermes et orthogonales; elle renferme plusieurs 
théorèmes nouveaux, parmi lesquels nous citerons la propriété 

''^ Mémoire sur ta géométrie des courbes 1860, p. q 98-806. — -^^ Nouvelles A n- 

tracées sur l'ellipsoïde. (Voir Journal de nales de Mathématiques, t. XHl, p. lii^)- 

Mathématiques, t. XV, i85o, p. ^89.) ilii8. 

**^ Comptes rendus, t. L, p. 680. — ■*^ Nouvelles Annales, t. XIV\ 1860, 

Nouvelles A nnales de Mathématiques ^.I.XIX. p. 3o5-3io. 
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suivante des courbes planes isothermes : Les trajedaires quelconques 
(Tun systètne de courbes isothermes sont aussi isothermes ^^K 

XIII. — H. Pacl Sbirbt. 

i8S5. M. P. Serret s*est d'abord occupé de Tétude des Méthodes en Géo- 
métrie : tel est le titre d'un ouvrage quil a publié en i855, cher- 
chant à remonter, dans chaque ordre de questions^ à leur origine, 
et à en suivre le développement jusqu'à nos jours. Souvent il ajoute 
à ce travail d'exposition ses propres applications des méthodes dont 
il rend compte. 

iSSg. M. P. Serret a présenté à la Faculté des sciences deux thèses de 
doctorat. Ces thèses forment un ouvrage étendu fort remarquable, 
que l'auteur a publié à part sous ce titre : Théorie nouvelle géomé- 
trique et mécanique des lignes à double courbure. 

La Théorie géométrique renferme tout ce que l'on connaissait sur le 
sujet et un grand nombre de résultats nouveaux. Nous indiquerons: 
dans le chapitre ni, intitulé : Eléments de Géométrie sphérique infinité 
simaky une série de formules relatives à la courbure des lignes 
sphériques; une série d'analogies, ramenant aux mêmes opérations 
graphiques la construction du centre de courbure de l'ellipse , de la 
cycloïde et de la loxodromie, considérées dans le plan ou sur la 
sphère; puis la propriété caractéristique de Y hélice sphérique , d'être 
une développante de petit cercle; dans le chapitre iv, intitulé : 
De rindicatrice sphériquey l'idée neuve et féconde d'une courbe qui 
est, sur une sphère, le lieu des extrémités des rayons parallèles aux 
tangentes d'une courbe à double courbure quelconque, et que 
l'auteur appelle {iidicairice de celte courbe; dans le chapitre vi, re- 
latif aux lignes de courbure en général, plusieurs propriétés nou- 
velles de l'hélice cylindre-conique, hélice signalée pour la première 



(' 



' Nouvelles Annales, t. XIIK i8i)/i. p. 3i7-3i(). 
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fois par M. Tissot; enfin, dans le chapitre ix, inlitulé : Des lignes 
tracées sur une surf ace gauche , une étude complète des lignes remar- 
quables, lignes d ombre, lignes de striction, lignes de courbure, 
lignes asymptotiques , lignes géodésiques, dont s'occupent les géo- 
mètres. 

On trouve dans cette étude, entre autres résultats importants, 
la détermination des lignes de courbure des surfaces du second 
ordre, le calcul de leur équation notamment, par de simples con- 
sidérations de, pure Géométrie, et le théorème suivant : Dans toute 
surface gauche, les lignes asymptotiques non rectilignes déterminent sur 
deux génératrices quelconques deux divisions homographiques. 

Ce qui caractérise le travail de M. Serret et le rend surtout digne 
de la plus sérieuse attention, c'est l'emploi de la méthode de dé- 
monstration et de recherche dont l'auteur a fait usage. L'idée de 
l'indicatrice sphérique est un progrès en Géométrie. 

De quelques propositions réciproques relatives à la théorie des courbes 1862 
et des surfaces du second degré ^^\ — Dans ce travail , M . P. Serret dé- 
montre une série de propositions qu'on peut considérer comme ré- 
ciproques de certaines propriétés connues des courbes ou des sur- 
faces du second degré. Nous citerons les deux suivantes : Toute 
surface qui admet deux modes distincts de génération par un cercle dont 
le plan demeure parallèle à un plan fixe est du second degré. — Si des 
canes circonscrits à une surface ont leurs courbes de contact planes y cette 
surface est du second degré. 

Analogies de la géométrie du plan à celle de l'espace (^'. — Dans ce tra- 1 865 
vail, M. P. Serret démontre plusieurs théorèmes relatifs aux surfaces 
du second ordre en rapport avec un ou deux tétraèdres. Considérant 
ce beau théorème de M. Otto Hesse : cr Etant donnés un tétraèdre 
fret trois points dans l'espace, il existe un quatrième point formant 

^'^ Journal de Mathématiques, q* sëiie, t. VI, 1861, p. 9-27. — ^*^ Ibt'd, t. VII, 
1862, p. 877-^06. — Bulletin de la Société philomathique , 186^1, p. /i3. 

ai . 
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ff avec les trois premiers un second tétraèdre tel , que les deox Uf- 
(T traèdres sont conjugués par rapport à une sur&ce du second ordre, ^ 
M. Serret détermine ce quatrième point et la surfisice par une ana- 
lyse fort simple. Il donne aussi une solution également simple du 
problème traité par Lagrange : Quel est le tétraèdre de volamc 
maximum dont les aires des faces sont données? 

Nous remarquerons ce théorème nouveau : Sikê troujrmd&n edA 
dun quadrilatère gauche mseritdam une tmfium du wecoui orérê Umnunt 
respeetwemefU autour de trois pôles Jixes^ conjugua deux à deux par 
rapport à la surface^ le côté libre du quadrilatère tourne autour dun point 
fccsy lequel est conjugué à chacun des trois pôles donnés. 

Ces recherches sur les analogies de la géométrie du plan A celle de 
Fespace ont été continuées par M. P. Serret dans plusieurs articles 
des Nouvelles Annales de Mathématiques ('). Il a déterminé Téquation 
du plan qui, comme on le sait, est le lieu des centres des surfaces 
du second ordre tangentes à sept plans donnés; puis Téquation de 
la sphère qui, suivant un théorème de M. Mention, eçt le lieu des 
centres des surfaces du second ordre tangentes à six plans donnés, 
et dont la somme des carrés des axes est donnée. 

M. Serret a complété ce théorème par la proposition suivante : 

Si Ton prend chacune des dix diagonales de F hexaèdre formé par six 
plans pour diamètre dune sphère, les dix sphères ont même centre ra- 
dical et une même sphère orth^onale, laquelle est la sphère lieu ^ 
centres des surfaces du second ordre tangentes aux six plans. 

Nous citerons encore, parmi plusieurs autres, cette proposi- 
tion : 

Toute surface du second ordre qui divise harmoniquement quatre de$ 
di(^onales dun h^xaèdi^ complet dii^îse harmoniquement les six antres. 
Et si cette surface se compose de deux plans, chacun de ces plans coupe 
Thexaèdre suivant un hexagone circonsciiptihle à une conique. 

« 

''^ Nouvelles Annales, si* série, t. IV, i865, p. i/i5-i59. 193-209, 633-i^5i. 
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XIV. — Edmond Bour. 

Les géomètres fondaient les plus grandes espérances sur Edmond 
Bour, que la mort a enlevé en mars 1866, à Fâge de trente-quatre 
ans^*l Encore élève à TEcolc des mines, il puisait dans les savantes 
leçons de M. Bertrand, au Collège de France, l'idée d'un Mémoire 
sur Tintégraùon des équations différentielles de la Mécanique, travail 
remarquable, présenté à l'Académie le 5 mars i855, et inséré au 
recueil des Savants étrangers, sur le rapport de M. Liouville ^*'^'. Nous 
n'avons point à parler ici des différents Mémoires de l'auteur sur 
l'Analyse et la Mécanique, qui tous révèlent un talent de premier 
ordre. Nous nous bornerons à dire quelques mots de la Théœnede la 
déformation des surfaces, ouvrage couronné par l'Académie en 1861. 

La question proposée était : Y étude des surfaces qui peuvent s^ ap- 
pliquer les unes sur les autres sans déchirure ni duplicature. 

La Commission avait distingué surtout trois Mémoires, dans les- 
quels la question principale, consistant à former les équations diffé- 
rentielles de toutes les surfaces applicables sur une surface donnée, 
était pleinement résolue, et dpnt les auteurs (MM. Bour, Ossian 
Bonnet et Codazzi) avaient fait des applications également intéres- 
santes, (c Aucun des concurrents, disait la Commission, ne semble 
tr donc avoir, pour cette partie du travail , de supériorité décidée 
(T sur les deux autres : les trois ont fait preuve d'une grande habileté 
(T analytique et de connaissances très-profondes en Géométrie. Mais 
«rie Mémoire n® 1 (celui de M. Bour) contient en outre un chapitre 
fr très-remarquable , dont l'analogue ne se trouve pas dans les deux 
<r autres, et qui a décidé en sa faveur le choix unanime de la Com- 
(T mission. L'auteur ne s'est, en effet, proposé rien moins que l'in- 
ff tégration complète des équations du problème dans le cas où la 
ff surface donnée est de révolution... La Commission espère que le 
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(T savant auteur généralisera sa belle analyse, et que le calcul inté- 
(T gral recevra par là un perfectionnement notable, v 

Malheureusement Fauteur, en imprimant dans le Jowmal de FÉcok 
Polytechnique (ixix^ cahier) le Mémoire couronné, a supprimé cette 
dernière partie, désirant Tétendre et Fédaircir dans un Mémoire 
spécial. 

La mort prématurée de Bour aura privé la science de ce pré- 
cieux travail , qui ne s'est pas retrouvé dans ses papiers. 

Après avoir établi les équations générales du problème, M. Boor 
les applique, à la théorie de la déformation des surCaces r^ées, 
et est conduit à une série de résultats remarquables parmi lesquels 
nous citerons les théorèmes suivants : 

On peut toujours déformer une surface gauche de manière à 
rendre les génératrices parallèles à celles d'un cône donné, et, par 
suite, parallèles à un plan. 

L angle de contingence des sections perpendicidaires à une géné- 
ratrice varie de la quantité dont augmente ou diminue Tangue de 
contingence correspondant du cône directeur. 

On peut rendre les génératrices normales principales à Tune de 
leurs trajectoires orthogonales. 

Quant aux surfaces de révolution, Tauteur démontre ce théo- 
rème important, que, sur une surface de révolution quelconque^ os 
peut toujours appliquer un certain héUçoîde à profil courbe. 

Dans un chapitre intitulé : Appliquions diverses, M. Bour applique 
les formules générales de la théorie de la déformation des surfaces 
à Tétude de plusieurs classes de surfaces, telles que les surfaces 
dont tous les points sont des ombilics, les surfaces minima, les 
surfaces à courbure moyenne, etc. Nous citerons encore ces deux 
propositions : 

Dans toute surface à aire miuima provenant de la déformation 
d'une surface de révolution, les lignes de courbure sont coupées 
sous un angle constant par une môme ligne géodésique, transformée 
d'un des méridiens. 
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Les lignes de niveau sont aussi coupées sous un même angle par 
une ligne géodésique. 

XV. M. E. DB JONQUIBRES. 

Mélanges de Géométrie pure ^^K - — Dans ce volume, M. de Jon- i856. 
quières s'est proposé de démontrer, par les méthodes exposées dans 
le Traité de Géométrie supérieure^ les théorèmes que l'auteur de cet 
ouvrage avait énoncés sans démonstration, dans diverses communi- 
cations à l'Académie, sur le déplacement infiniment petit d'un corps 
dans l'espace ; sur les arcs d'une conique dont la différence est rec- 
tiûable; sur les arcs de la lemniscate; sur une généralisation des 
foyers et des diamètres d'une section conique; sur le principe de 
correspondance anbarmonique; sur la construction de la courbe du 
troisième ordre. Le volume se termine par une traduction du Traité 
de Maclaurin sur les courbes du troisième ordre , à laquelle M. de 
Jonquières a joint des Notes et des Additions. 

Essai sur la génération des courbes géométriques, et en particulier i856. 
sur celle de la courbe du quatrième ardre ^^'. — Il s'agît de la géné- 
ration des courbes géométriques déterminées par le nombre de 
points que comporte leur ordre. L'auteur considère ces courbes 
comme le lieu des points d'intersection de courbes qui se correspon- 
dent une à une dans deux faisceaux d'ordre inférieur, ainsi qu'on 
l'avait fiait pour la construction des courbes du troisième ordre, 
dont il a été question dans les premiers paragraphes du chapitre 
précédent. 

Le Mémoire de M. de Jonquières est divisé en deux sections. 
Dans la première, l'auteur expose les principes de la méthode, 

^'^ Comprenant diverses applications des ordre, etc. et la traduction du Traité de Ma- 

duaries exposées dans le Traité de Géo- claurin sur les courbes du troisième ordre ; 

métrie supérieure de M, Chastes au mou- Paris, Mallcl-Bachclicr, in-S", i856. 
vement ii^mment petit d'un corps, aux ^*^ Comptes rendus, l. XLUI, p. 687 

itections coniques, aux courbes du troisième et 968. 
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qui constitue, dit-il, une sorte de mise en ^uation géoméùrique in 
problème. La courbe demandée étant d'ordre m, et les courbes des 
deux faisceaux, d'ordres n et n', on a n + n!=fn; les points qui 
forment les bases des deux faisceaux sont en partie des points don- 
nés, et en partie des points qu'il faut déterminer. M. de Jonquières 
démontre que ceux-ci sont toujours en nombre nW — i. La déter- 
mination de ces points inconnus forme la difficulté du problème. 
Dans la seconde section, il fait l'application de cette méthode à la 
construction de la courbe du quatrième ordre déterminée par qua- 
torze points, et à la construction de quelques autres courbes d'ordre 
supérieur à points multiples. 

Ce travail, présenté à l'Académie, a été le sujet d'un rap- 
port (*^ dont voici les conclusions : a Le Mémoire dont nous venons 
cr de rendre compte nous paraît présenter des essais heureux dans 
(Tce genre tout spécial de questions qui ont de grandes difficultés, 
cret oij l'on s'est arrêté, pour ainsi dire, dès les premiers pas. Ce • 
fT travail dénote une aptitude peu commune pour les spéculations 
(T abstraites de la pure Géométrie, qui mérite d'être encouragée; 
fTcar toutes les parties des Mathématiques sont soldiaires, elles 
ff progrès de l'une contribuent à l'avancement des autres. 

cr Eu considérant le mérite spécial du travail de M. de Jonquières, 
crnous avons l'honneur de proposer à l'x^cadémie d'en ordonner 
cr l'insertion dans le recueil des Savants étranget*s^^\n 

1861. Théorèmes {rénérauœ concenmnt les courbes géométriques planes iun 
ordre quelconque W. — H s'agit des systèmes ou séries de courbes 

d'ordre w, satisfaisant à ~ n(?< + 3) — 1 conditions communes. L'au- 
teur appelle indice le nombre des courbes de la série qui passent 

^'' Conirnissoircs:MM. Poncclet, Liou- *J3/i. Dos extraits du Mémoire ont pani 

ville, Chasies, rapporteur. (Voir Comptes dum h Jourunl de Mathématiques , ù' ^^^^^^ 

remius, l. \L\ , iHôy, p. .'îi 8-.'')l]i , et t. I, p. Aii, et t. II, p. 'Htù'], 
loCiA, noie.) ' Journal de Matlœmati'infs , ^i' si'rio, 

^ Tome \\I. i\iii\6o iHCi-i, p. lôcj- I. M. i8<'n. p. ii3-i.')(>. 
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par un point quelconque. Désignant ce nombre par N, il démontre 
divers théorèmes concernant les séries de courbes, qu'il' exprime 
en fonction des deux nombres n et N. 

Dans une Note rectificative ^^\ il annonce qu'il ce a donné une forme 
(f trop absolue aux énoncés de quelques théorèmes;)) que, «rsauf le 
ff théorème I, qui est vrai dans toute sa généralité, la plupart des 
(T autres ne conviennent, sans restriction, qu'aux séries d'ordre n et 
ff d'indice i, c'est-à-dire aux faisceaux de courbes d'ordre n, et aux 
ff séries d'ordre i et d'indice N , )) et que , ff si n et N sont à la fois quel- 
ff conques, les nombres exprimés dans les énoncés des théorèmes ne 
ff doivent plus être pris comme des nombres absolus, mais simple- 
ffment comme une limite supérieure.)) 

Cette rectification paraissait très- opportune et très-fondée, d'au- 
tant plus que la démonstration même du théorème principal du 
Mémoire laissait voir manifestement que le nombre trouvé n'expri- 
mait qu'une hmite supérieure ^^^. Néanmoins, nous devons ajouter 



^'^ Note au sujet d'un article publié dans 
le Journal de Mathématiques, t. VI , a' sërie. 
(Voir ihid. t. VIII, i863, p. 71, et Nou- 
€eUes Annales de Mathématiques, a' série, 
t. II, i863, p. 9o/i.) 

^'^ Le thëorème dont il s'agit est le sui- 
vant : Panni les courbes C« d'une série d'in- 
dice N , il y en a 9 (n — i)N qui touchent 
une droite donnée L. 

Les courbes sont représentées par une 
équation /(or^ y)==o, du degré n, dont 
les» coefficients, un au moins, renferment 
on paramètre A à la puissance N. Voici la 
démonstration du théorème : rrlJne droite 
irL coupe les courbes de la série en des 
ff points dont les abscisses sont les racines 
irdune équation du degré n en o:^ dont 
(rcertains coefficients, sinon tous, con- 
ffliendi'ont une indéterminée X au de- 
«•gré N , mais non pas à un degré supé- 
rieur. A toute valeur de A qui n»nd 



(régales deux racines de cette équation, 
rril correspond ime courbe C, qui touche 
rrla droite L. Or, la condition d'^alité de 
rrdeux racines s'exprime par une équa- 
trtion du degré 9(11 — 1) par rapport 
rraux coefficients de Téquation en x. Donc 
fr cette équation de condition est du degré 
(r9(n — i)N en A. Donc, enfin, il existe 
cf 9(« — i)N courbes de la série qui tou- 
ffchent la droite L.n 

Conclusion erronée évidenunent, car 
les coefficients de Téquation en x pouvant 
no pas contenir tous A à la puissance N , 
comme Ta dit avec raison Fauteur lui- 
niémc, il s'ensuit que A peut très-bien ne 
pas se trouver à la puissance 9 (n — i)N 
dans l'équation finale. La démonstration 
n'indique donc qu une limite supérieure, 
de môme que le théorème de Bezout, et 
suffisait pour montrer la nécessité d'une 
roc lifi cation. 



186H 
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que M. de Jonquiôres a retiré plus tard cette rectiGcation ^'^ Nous 
citons ses propres paroles : (t Dans la livraison du Journal de MaàS- 
(T maliques pour le mois d avril i 86 1 , j'ai introduit pour la première 
(T fois, je crois, dans la Géométrie pure, la considération des séries on 
^systèmes de courbes assujetties à autant de conditions communes, 
cr moins une, qu'il en faut pour déterminer une cor 'be de leur 
cr degré, et j'ai donné plusieurs formules générales concernant ces 
ff séries ou systèmes. Ces formules sont exactes, et il n'y a même pas 
(T lieu d'invoquer à leur égard les conditions restrictives dont j'ai 
ffcru devoir les entourer plus tard, dans un moment de précipi- 
(r tation justifiée par diverses circonstances, d Cependant M. de Jon- 
quières n'a point tardé à reconnaître notamment que l'expression 
2(n— i)N du nombre des courbes d'une série d'indice N, qui 
touchent une droite , cr se trouve parfois en désaccord avec les faiU; tt 
et il a cherché à déterminer des limites cr en deçà desquelles elle con- 
«serve son exactitude géométrique aussi bien qu'algébrique W.n 
Toutefois il a continué depuis à introduire cette expression dans 
divers théorèmes : et c'est ce qui nous oblige à faire mention ici de 
ses incertitudes et de l'état de la question. 

Le Mémoire de 1861 donne lieu à une autre observation im- 
portante. M. de Jonquières fait usage du raisonnement ou principe 
de correspondance entre deux séries de points sur une même droite, 
d'après lequel le nombre des points d'une série qui coïncident cha- 
cun avec un point correspondant de l'autre série 'est égal au degré 
de l'équation qui a lieu entre les abscisses des points comptées à 
partir d'une même origine : principe employé aussi, comme on Ta 
vu (chapitre précédent), dans la théorie des deux caractéristiques 

^'^ Note sur les systèmes de courbes et ^*^ Théorèmes fondamentaux sur les sé- 

de surfaces et sur certaines formules qui s'y ries de courbes et de surfaces d'ordre quel- 

rattachent (Saïgon, i/i novembre i865), conque (Saï^joii, i5 décembre i863), 

el Journal de Mathémai'uiues , a" série , t. X , Mémoire qui a éié reproduit dans le Gior- 

i8G5, p. /ii2-/»i6. — Deuxième Note nale di Matematiche de iNaples , l. IV, 1 866, 

Htir les séries ou systèmes de courbes et de p. /45-5.S. 
surfaces (Saï(}on, 8 dt^cembre i8()5). 
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œmmuniquée à l'Académie en iS&li. Celte date de iSdli semble- 
rait indiquer que ce mode si précieux de démonstration est dû à 
Fauteur du Mémoire de 1861. Mais il n'en est pas ainsi, comme le 
prouvent les documents publiés à ce sujet, et particulièrement une 
Note émanée de M. de Jonquières lui-même, faisant partie de di- 
verses autres observations, et qui suffirait seule pour ne laisser 
aucune incertitude à cet égard ^^K 



Solution de quelques questions générales concernant les courbes algé- 
briques planes ^^\ — L'auteur énonce ainsi le problème général dont 
il se propose de traiter divers cas : Déterminer la classe de la courbe 



1861 



^^^ Le procède de dëmonstraiion dont 
3 s^agit était employé dans le manuscrit 
da TràUé des seetions coniques, dont la 
première partie a paru en 1 865 , manus- 
crit communiqué è M. de Jonquières, sur 
sa'demande, en janvier 1869. Dans plu- 
sieurs questions où à un point de la pre- 
mière série correspondent deux points de 
la seconde, et à un point de celle-ci ne 
correspond qu*un point de la première, 
questions semblables è celles qui se trou- 
vaient dans la communication faite h l'A- 
cadémie en 1 855 , sous le titre de Principe 
de correspondance. . . (voir ci -dessus, 
p. 998), M. de Jonqui^^ a admis ce 
mode de dânonstration. Mais lorsque vint 
une question dans laquelle à un point de 
la preouère série correspondaient deux 
points de la seconde, et à un point de 
celle-ci correspondaient deux points de la 
première (et non un seul) , M. de Jonquières 
n'a plus admis la démonstration. Il Fa 
réfutée, et a conçu la correspondance d'une 
manière difTérenle, en considérant simul- 
tanément les deux points de la seconde 
série et voulant qu'à chacun d'eux corres- 
pondissent deux points de la première 



série (l'un desquels était conmiun aux deux 
couples). Voilà ce qui prouve péremptoi- 
rement que M. de Jonquières a été initié 
au procédé de démonstration dont il s'ff- 
git, dans le manuscrit des coniques, en 
1859. (Cf. Comptes rendus, t. LXIII, 

1866, p. 670, 798, 816, 870,874, 
907, 909.) — Recherches sur les séries ou 
systèmes de courbes et de surfaces algé- 
briques d'ordre quelconque, suivies d'une 
réponse à quelques critiques de M, Chasles, 
par M. E. de Jonquières ; Gauthier- Villars , 
in-4*, 8 décembre 1866. — Réponse à une 
revendication de priorité, par M. Chasles; 
Gauthiei^Villars, in-4*, 1867. — Docu- 
ments relatifs à une revendication de prio- 
rité et réponse à quelques critiques nouvelles 
de M, Chasles, par M. E. de Jonquières; 
U février 1 867. Lithographie de Cb. Chau- 
vin. — Réponse aux documents relatifs h 
une revendication de priorité, par M. Chasles; 
Gauthier-Villars, in-4", 1867. — Lettre 
à M. Chasles sur une question en litige, 
par M. E. de Jonquières; Artus-Bertrand , 

1867, in-4-. 

^'^ Journal de Crelle, t. LIX, 18C1; 
p. 3 1 3-33^. 
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enveloppe (F une tran9ver$ale qui coupe une courbe ^Jgéhrique plane C«, 
du degré m, de telle sorte qu une fonction déterminée (F) des distança 
mutuelles de n points d'intersection de la transversale et de la courbe oil 
une valeur donnée X, (F) étant une fonction algébrique entière et raiim- 
nelle. crCe problème, ajoute M. de Jonquières, et celai auquel il 
(T donne lieu corrélativement, par voie de dualité, résument avec 
(T beaucoup de généralité un ensemble de questions intéressantes 
rr concernant les courbes algébriques planes, dont M. Steiner a déjà 
(T traité plusieurs dans un beau Mémoire inséré dans le XLVII^ vo- 
(rlume de ce journal, et que M. Woepcke nous a fait connaître par 
(T une excellente traduction insérée au tome XVIII du Journal de 
«rLiouville. Je me propose d'indiquer ici un procédé général, basé 
rr sur des considérations de pure Géométrie, qui conduit à la solution 
(rde ce problème. On aura ainsi la clef des résultats énoncée sans 
(T démonstration par M. Steiner, et j'en donnerai moi-même, à titre 
(T d'applications, plusieurs exemples nouveaux. i^ 

Voici une des questions traitées par l'auteur : Uenveloppe dune 
droite qui rencontre une courbe i ordre m en trois jwintsUy b, c, et une 
droite fixe D en un point |x, tels que F on ait la relation 

^- : — = Xi 

fie ' ac 

est une courbe de la classe 9, m(m~ i) (m — 2). 

Dans le cas où la droite D est à Tinfini, si X = — 1, de sorte 
que le point a soit le milieu du segment bc, la classe de la courbe 
enveloppe /abaisse à m(m— 1) (m— 2), ainsi que l'avait trouvé 
Steiner. Autre théorème : Uenveloppe d'utw transversale qui coupe une 
courbe d'ordre m en quatre points donnant lieu à un rapport anharmo- 

nique X est de la classe im(ni — 1) (m — 9) (m — 3). 

Sleiiior avait trouvé que, dans le cas du rapport harnjonique, 
c'est-à-dire de X = — 1, la classe de la courbe est -m(m— 1) 
(m — "?.) (?/i — 3). 

"i^^- Elude sur les rourbrs ii double courbure Iracées sur une surface algc^ 
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bt^que^^K — M. de Jonquières annonce que ce M(5nioire lui a éUS 
inspiré par une communication faite à l'Académie le 2 décembre 
i86t ^^\ dans laquelle on exprimait la pensée qu'il serait utile d'étu- 
dier les courbes gauches par familles sur des surfaces déterminées. 
11 se propose de traiter «des courbes tracées sur une surface algé- 
cr brique d'ordre quelconque, et qui sont les intersections complètes 
«rde cette surface par d'autres surfaces algébriques. -n 11 s'occupe 
successivement des différentes questions traitées dans la communi- 
cation à l'Académie qu'il a citée. Toutefois ce n'est point une méthode 
analytique fondée sur un système de coordonnées propre à la surface 
particulière sur laquelle les courbes sont tracées qu'emploie M. de 
Jonquières. Il fait usage de considérations générales pour déter- 
miner les relations entre certains éléments des courbes qu'il con- 
sidère sur des surfaces quelconques. 

Formules exprimant le nombre des courbes ^un même système tordre t86i. 
quelconque, qui coupent des courbes données d'ordre également quel- 
conque y sous des angles donnés, ou sous des angles indéterminés, mais 
dont les bissectrices ont des directùms données ^^\ — Les diverses ques- 
tions que comprend cet énoncé sont des cas particuliers d'une même 
condition générale, savoir : que les tangentes à la courbe donnée 
et à la courbe cherchée, en leurs points d'intersection, divisent un 
segment donné dans un rapport anharmonique donné. Lorsque le 
segment est à l'infini et a pour extrémités les deux points imagi- 
naires appartenant à un cercle, les angles des courbes sont de 
grandeur donnée; et lorsque le segment encore situé à l'infini est 
compris entre deux droites rectangulaires, les bissectrices des angles 
des courbes sont de direction donnée. Cette considération d'un 
segment coupé dans un rapport anharmonique donné et les consé- 

î'ï AtmaU ai Matematica, t. V, i863, mppe, dont il a éié rendu compte prëc^ 

p. 9/1-3 8. demment (chap. iv, p. a 5 a). 

^*^ n s'agit de \a Théorie analyttqve des ^^^ Comptes rendxis, t. LVIII, i85^i, 

courbes tracées sur l' hyper htjfoïdc à une p. 535-537. 
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quences qu en tire M. de Jonquières se trouvaient déjà, comme il 
le dit, dans une des communications faites à TAcadémie sur les 
systèmes de coniques '**. Nous ajouterons qu'elles s'appliquaient na- 
turellement, d'après une observation antérieure '*', aux systèmes 
de courbes d'ordre quelconque. M. de Jonquières les dérive d'un 
théorème nouveau qu'il démontre. 

i86/i. Propriétés diverses des systèmes de surfaces d^ordre queïcanque^^K — 
Ce travail renferme les énoncés de plusieurs propriétés d'un sys- 
tème de surfaces d'ordre quelconque, en fonction des trois carac- 
téristiques |x, V, p du système, qui expriment le nombre des sur- 
faces qui passent par un point, le nombre de celles qui touchent 
une droite, et le nombre de celles qui touchent un plan. 

i865. Dans une Note intitulée : Propriétés des systèmes de surfaces i ordre 
quelconque W, M. de Jonquières démontre celte propriété des courbes 
à double courbure : Le nombre des surfaces dkun système (|x, v, ç] 
qui touchent la courbe ^intersection de deux surfaces (Tordres m etn 
est N = mn [|x (m + n — 2 ) + «^] , ou plus simplement N = |xr + vp, 
en appelant/) l'ordre de la courbe, et r l'ordre de la développable 
dont elle est l'arête de rebroussement. 

1866. Détermination du nombre des courbes d! ordre r qui ont un contact 
d'ordre n<Cnir avec une courbe donnée d'ordre m, et qui satisfont en 

outre (i-r(r+3) — n autres conditions quelconques ^^\ — Dans le cas 

où les - r (r+3) — n conditions sont de passer par des points, le 
nombre des courbes est - m (n + 1 ) ( 2r + mri — 3n). 

^'^ Systèmes de coniques qui coupent des ^^^ Comptes rendus, t. LVIÏI. p. 3oo. 

coniques données, sous des anjles donnés ^^^ Comptes rendus, t. LVllI, |). ôOj- 

ou sous des angles indéterminés , mais dont 67 1 . 

les bissectrices oîit des directions détermi- ^*^ Comptes rendus, t. LXI, iSCo, 

nées, par M. Chasles. [Comptes rendus p. Uko-Uk^, 

de r Académie, t. LVIII, 1866, p. AtiS- ^''' Comptes rendus, l. LXIII, 18C6. 

h3i cl 537.) p. /4'234q5. 
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Pour le cas où les -r(r+3) — n conditions sont quelconques, 
l'auteur dit que le nombre des coniques est en général 

-|x. m(n+i) (2r+mw— 3w), 

ft désignant le nombre des courbes d'ordre r qui passent par n points 
donnés et satisfont aux mêmes -r(r + 3) — n conditions. 

Par : en général^ il entend (c qu'il peut arriver que plusieurs des 
«courbes dont la formule fait connaître le nombre possèdent des 
(T branches doubles ou multiples, et forment ainsi des solutions sin- 
ffguiières qu'il y aurait lieu d'écarter du résultat final ^^^-n 

Dans une seconde communication (^) , M. de Jonquières donne le 
nombre des courbes qui doivent avoir deux contacts d'ordres n 
et n avec une courbe d'ordre m; et dans un troisièmç travail, il 
étend la formule à un nombre quelconque de contacts d'ordres n, 
n , n', . . . '*'. Mais il prévient que ses formules peuvent renfermer 
des solutions qu'il appelle singulières ^^K 

XVI. — M. PiCART. 

Mémoire sur les surfaces dont les lignes de courbure sont planes ou i858. 
sphériques '*l — La théorie des surfaces dont les lignes de courbure 
sont planes ou sphériques, qui a pris naissance dans Y Application 
de r Analyse à la Géométrie de Monge, et dont Joachimsthal a aussi 



^'^ n faut observer que ces solutions 
amgolières (ou plut6t étrangères) ne sont 
pas les seules qu'il y ait lieu (Fëcarter 
du résultat final, ainsi qu*on le voit par 
une relation entre les deux caractéristiques 
du système de courbes, dont il a été ques- 
tion précédemment (chapitre iv). Et d'ail- 
leurs ces solutions singulières peuvent 
avoir un certain degré de multiplicité, 
comme les coniques exceplionnelios dans 
les systèmes de coniques. 



^•^ Comptes rendus, t. LXIII, p. 485- 
/i88. 

^'^ Ibtd. p. 5QQ-5a6. 

^*^ Ce que nous avons dit précédem- 
ment (p. 3*29) de la formule 9 (m — i)N, 
qui nexprime qu'une limite supérieure 
du nombre des courbes d'un système tan- 
gentes h une droite, s'applique aux for- 
mules actuelles dans lesquelles fi rein- 
. place N. 

'^^ Comptes rendus , t. XLVÏ, p. 356. 



3S6 RAPPORT SUR LES PROGRlÈS 

traité un cas, a dft une extension considérable aux travaux remar- 
quables de MM. Ossian Bonnet et Serret M. Pieart se propose de 
traiter ces mêmes questions par une méthode purement géomé- 
trique, et parvient par cette voie à plusieurs résultats nouveaux, 
tels que ceux-ci : 

Si toutes k$ lignes de cowrbwre if im sytfAna wtU situées sur ia 
sphères concentrique^ les l^fnes de courbure de Tautre sgslime sont dm 
des flans passant par le centre eommim des sphères et coupant h smfrm 
orthogonalement. 

Si toutes les lignes de courhureiun système appartiennent à des sphèn 
ayant leurs centres sur une même droite, et telles, que le produit de leur 
rayon par le cosinus de Tangle quelles forment avec la surface sùù 
constant ou proportionnel à la distance de leur centre à un point fxe 
situé sur la droite, les lignes de courbure de Tautre système sont dm 
des plans parailèles à la droite, ou passant par un même point de celle 
droite. 

Si les Ugnes de courbure d^un système sont dans des plans paraUâei 
à une même droite et coupent la surface sous un angle dont le cosinus est 
proportionnel à leur distance à une droite free, les lignes de courbure è 
Tautre système appartiennent à des sphères dont les centres sont nlm 
sur cette droite. 

863. Dans un Essai d^une théorie géométrique des surfaces, qui fait ic 
sujet d'une thèse pour le doctorat, M. Pieart, à l'exemple de M. Gli. 
Dupin, et suivant les traces principalement de MM. Bertrand et 
Ossian Bonnet, s'est proposé de traiter, par de simples considéra- 
tions géométriques , les nombreuses questions qui appartiennent à 
la théorie générale des surfaces. Son travail comprend quatre par- 
ties, dont les titres seuls montreront toute l'importance : 

i'* partie. Elude de la forme générale d'une surface autour de 
chaque point. 

2*^ partie. Etude des lignes tracées sur les surfaces. 

S*' partie. Etude des surfaces gauches. 
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4* partie. Ëtude des surfaces à lignes de courbure planes ou 
sphériques. 

Dans cette dernière partie, l'auteur démontre les résultats prin- 
cipaux de son Mémoire de i858, que nous avons déjà cités. 

5tir U lieu des points dotit la somme des distances à deux droites fixes 186&. 
est constante ^^\ — Il s'agit du cas général de deux droites de direc- 
tions quelconques et ne se rencontrant pas. M. Picart démontre 
d'abord le théorème suivant : La normale en un point de la surface 
est la bissectrice de V angle des perpendiculaires abaissées de ce point sur 
les deux droites fixes; puis celui-ci : La normale en un point de la sur- 
face lieu des points dont la différence des distances à detur droites fixes 
est constante est la bissectrice de V angle fùiiné par Tune des deux perpen- 
diculaires et le prolongement de Vautre. 

U conclut de ces deux théorèmes le suivant : La surface lieu des 
points dont la somme des distances à deux droites fixes est constante y et 
la surface lieu des points dont la différence des distances aux deux mêmes 
droites est aussi constante , se coupent orthogonalement. 

De sorte que l'on a ainsi deux systèmes de surfaces orthogonales. 

Dans le cas particulier où les deux droites sont dans un même 
plan et rectangulaires, l'auteur montre que la courbe d'intersection 
de deux surfaces appartenant aux deux systèmes est une ligne de 
courbure de ces surfaces, et qu'il existe un système de paraboloïdes 
qui coupent les surfaces suivant leurs autres lignes de courbure, ce 
qui forme un système triple de surfaces orthogonales. 

Ce système, comme le rappelle M. Picart, avait déjà été obtenu 
analytiquement par M. Serret dans son Mémoire sur les surfaces 
erth(^onales^^\ (rMais, ajoute-t-il, il n'était peut-être pas sans inté- 
ffrêt d'y parvenir par une voie purement synthétique. -n II ne cite 
pas le Mémoire de M. Catalan, qui n'était point encore publié. 

'*^ Annakê scientifiques de r Ecole N or- a* série, t. 111, 186A, p. qqq - 397. 
mak supérieure y t. I, 186/i, p. sSS-sqS. ^*^ Journal de Mathématiques, t. XÏL 

— Ntmcettes Annales de Mathématiques, iS'i-, p. -xh^. 
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86/i. Dans une Ao/r sur les surfaces du second degréy M. Picart a donné 
une di'monslralion olé{jaiïtc de ce tht^orèine, proposé comme exer- 
cice : La surface lieu des sections circulaires diamétrales dkun systàm 
d'ellipsoïdes lionii focaux coupe les ellipsoïdes orthogonaiement ^^K 

i865. Kiude frmnélvique sur les surfaces ^'^\ — Si un point A , pris sur an 
axe commun h un sysièmo do surfaces homofocales du second ordre, 
est le sonmiet de cônes circonscrits aux surfaces, les courbes de 
contact sont sur une certaine surface S|. Chaque point d'un antre 
axe donne pareillement une surface S2; et chaque point du troisième 
axe, une surface S3. On a ainsi trois séries de surfaces. M. Picart 
démontre, par de simples considérations de Géométrie, diverses pro- 
positions, parmi lcs(juelles se distinguent ces deux-ci : 

1 " Lue surface dune série coupe chaque surface dune autre série sui- 
vant un cercle. 

*i® Les trois seines fmnnent un système triple de surfaces orth(^(h 
nales. 

Ce système triple a été découvert, comme le dit M. Picart, par 
M. W. Roberts, dans un fort beau travail: Sur quelques systèmes à 
surfaces orlhofronales obtenus par la méthode des coordonnées ellip^ 
ques^^K Toutefois la méthode géométrique a ici l'avantage de dé- 
duire directement ce système des propriétés les plus simples des 
surfaces du second ordre. 

1866. Dans un Mémoire intitulé : Solution géométrique fun problème 
(Tanalysc qui se présente dans la question des lignes isothermes perma- 
nenlcs'^^', M. Picart démontre quelques propriétés de certains sys- 
tèmes de surfaces et de leurs lijjnes d'intersection. 

'"' }îo\u elles Annales dv Mathématiques. ^' Comptes remlus, t. LUI, 1861. 

t. 111, i8()/i, [). 5^)2. ]). 5/46 et 7^1/1. 

^^' -S OUI elle s Annales de Mathématiques , ^*' Annales scientifiques de r Ecole Aor- 

Q*" sdhe. t. 1\ . |). 0-J-()() (»l 97-107. malc supérieure y i. 111, i8G(),p. 3o9-3i9. 
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Nouvelle théorie du déplacement continu d'un corps solide ^^K — L'au- 1867. 
leur, en partant des formules générales qui expriment les figures 
homographiques dans l'espace, établit les formules du déplacement 
d'un point quelconque du corps; il en conclut l'axe instantané de 
rotation. 

Puis il considère le corps d^ns un second déplacement infiniment 
petit, et calcule l'accélération éprouvée par chaque point. Il établit 
ainsi quelques résultats relatifs aux deux axes instantanés de rota- 
tion consécutifs, aux rotations autour de ces axes, et aux glisse- 
ments dans leur «ens, 

M. Résal avait déjà traité quelques questions semblables dans 
son Mémoire inséré au xxxvn** cahier du Journal de f Ecole Poly- 
technique^ et dans son Traité de Cinématique, 

m 

XVII. — M. Rebch. 

V 

Les travaux de M. Reech, Téminent directeur de l'Ecole d'ap- 
plication du génie maritime, se rapportent aux différentes parties 
de la Mécanique théorique et pratique, notamment à la théorie 
mécanique de la chaleur. Mais parfois il s'est trouvé conduit à 
quelques recherches qui se rattachent à la Géométrie. 

C'est ainsi que la théorie de la stabihté des corps flottants lui a i858. 
fourni la démonstration d'une propriété générale des surfaces fermées ^^K 
Il s'agit des normales à la surface lieu des centres de carène du corps 
flottant. M. Reech range les normales qu'on peut mener par un point 
à une surface fermée en trois groupes : les unes sont des maxima 
par rapport à tous les rayons vecteurs qu'on peut mener aux points 
de la surface infiniment voisins du pied de la normale; dautres 
sont des minima par rapport à tous les rayons vecteurs infiniment 
voisins; et enfin d'autres sont des maxima par rapport à tous les 
rayons vecteurs infiniment voisins dans deux angles dièdres opposés, 

^'^ Nouvelles Annides de Mathématiques , ^*^ Journal de V Ecole Polytechnique, 

9* série, l. VI, p. 1 58-1 68. xxwii' caliier, i858, p. 169-178. 
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et des miiiima par rapport à tous les rayons vecteurs infinimeDl 
voisins dans les angles dièdres supplémentaires. 

Les pieds des normales maxima ou minima absolus sont les points 
de contact de la surface et des sphères décrites du point d où 1 on 
abaisse les normales ; et les pieds des normales de la troisième 
classe sont les points dans lesquels les sphères tangentes à la sur- 
face la coupent chacune suivant une courbe dont le point de con- 
tact est un point double. 

M. Reech n'entend ici que les normales possibles^ cest-à-dire 
réelles y faisant ainsi abstraction des normales imaginaires. II admet 
que leur nombre N est pair; et, appelant I le nombre des nor- 
males maxima, S celui des normales minima, et M le nombre des 
normales de la troisième classe , il obtient les relations 

Par exemple, pour l'ellipsoïde le nombre théorique des nor- 
males est six : si le point donné est situé dans Tintérieur de fel- 
lipsoïde, le nombre des normales possibles pourra être six ou 
quatre; et l'on a dans ces deux cas 

l + S=3 + i =4, M=3-i = a, 
et 

1 + 8=2 + 1=3, M=2— i = i; 

et si le point est extérieur, il n'existe que deux normales possibkt^ 

et l'on a 

1+8=1 + 1 = 2, M=i — 1 = 0. 

C'est à la théorie de la stabilité des corps flottants que M. Reech 
applique ses formules, qui expriment alors les lois suivantes : 
Le nombre total N des positions d'équilibre d'un flotteur est pair. 
La somme des positions d'équilibre qui doivent être considérées 

comme absolument stables et absolument instables est - + i • 

La somme des positions d'équilibre mixte est i . 
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Théorie de la courbure des ligues orthogouales ^^\ — M. Reech se i865, 
sert, pour définir une courbe, de la relation p =/(6) entre le rayon 
de courbure p en un point, et l'angle 6 que la tangente, ou Télé- 
meut de ia courbe, fait avec Taxe des x. De ia sorte un système de 
courbes sera représenté par l'équation 

p=/(e,a), 

a étant un paramètre variable; et deux systèmes de courbes ortho- 
gouales, par deux équations 

Pi=/(Si,ai), 

©1 et 02 étant liés par la relation 6«=6i + -. 
L'analyse de M. Reech le conduit à la formule 

d^ d^ 
découverte, comme il le dit, par M. Lamé ^^\ 

XVIIL — M. Résal. 



Dans un Mémoire sur les propriétés géométriques du mouvement 
le plus général (Tun corps solide^^\ M. Résal considère deux mouve- 
ments infiniment petits consécutifs du corps, ainsi que MM. Transon 
et Bresse l'ont déjà fait pour le déplacement d'une figure plane 
dans son plan. Il obtient un grand nombre de résultats où entrent 
principalement les vitesses et les accélérations des divers points du 



858. 



r 

^'^ Journal de l'Ecole Polytechnique, 
xLi' cahier, i865, p. âoi-âo8. 

^*^ Leçons sur les coordonnées curvilignes 
et leurs diverses applications; i vol. in-8°, 
1869. (Voir p. 85.) 

M. Bertrand, à raison de la grande 
importance de cette fomiaie, on a donné, 
dans son Traité de calcul différentiel et de 



calcul intégral (p. 5 &5), indépendamment 
de la démonstration analytique propre 
au sujet, une démonstration géométrique 
qui jette du jour sur Torigine et la signi- 
lication de cette relation. 

^^'^ Journal de l* École Polytechnique, 
xvxvn* cahier, i858, p. aaG-271. 
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■ 

corps. Il applique plusieurs de ces résultats généraux aux courbes 
^phériques et à la théorie des engrenages coniques. 

On distingue dans ce travail important et fort étendu ce triple pro- 
blème, relatif au mouvement d'une figure de forme invariable dont 
deux points glissent sur deux courbes fixes, et un troisième sur une 
surface : Constnitre la tangenle^ le rayon de courbure et le plan oscula- 
leur de la courbe décrite dam V espace par un qualn'ênie point de lafigure. 

Ce Mémoire de M. Résal a été naturellement la base du très- 
savant Traité de Cinéfnatique pure, publié par l'auteur bientôt après. 
(in-8°, 1869). 

XIX. M. HaTON de L4 GOIPILLIÈRR. 

■ 

La plupart des recherches de M. Haton se rapportent à la Mé- 
canique et à la Physi([ue mathématique, et quelques-unes seule- 
ment à la Géométrie. 

i858. Dans un Mémoire sur les centres successifs de courbure des lignes 
planes^^\ M. Haton considère les développées successives d'une courbe 
donnée et détermine l'ensemble des centres de courbure de ces 
lignes correspondants à un point de la première. Il donne les for- 
mules qui résolvent la question dans toute sa généralité. Il trouve 
([uc,pour la spirale logarithmique y la courbe cherchée est une autre 
spirale logarithmique qui passe par le point pris sur la proposée. 

18C6. Dans une Note insérée au Journal de Mathématiques^^ ^ M. tiaton 
s'est proposé de déterminer une courbe dont une podaire soit cette courbe 
même ou une courbe semblable. Il trouve, par une analyse élégante, 
qui ne laisse rien à désirer et qui est fondée sur l'emploi des équa- 
Jtions simultanées aux différences mêlées, que, dans le premier cas, 
le cercle seul satisfait à la question; et, pour le second, la spirale 
logarithmique. 

'*' (^/>^ré7irf.t.XLVI,p. 980,979. — ' Journal (le Mathématiques f -y série, 

Joum.de Math, a* s<V. t. IV. p. iS.3-t()3. (. XL p. 339-336. 
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Méthodes de transformation en Géométrie et en Physique mathéma- 1867. 
tique ^^\ — Dans ce Mémoire M. Haton s'est proposé , non.pas d'étu- 
dier les propriétés de tel ou tel mode de transformation des figures, 
mais de déterminer le mode lui-même, de manière à satisfaire à 
certaines conditions indiquées d'avance- Ce travail comprend deux 
parties. Dans la première, l'auteur considère les figures à deux 
dimensions, qu'il suppose rapportées à des coordonnées isothermes 
quelconques. Il indique d'abord ce qu'il nomme la ti^ansformation 
linéaire, qui jouit de propriétés spéciales; puis il étudie la trans- 
formation générale, qui est définie par la condition de conserver les 
angles. C'est, comme on voit, le problème de Lambert, résolu par 
Lagrange dans le cas de la sphère, plus tard par Gauss d'une ma- 
nière tout à fait générale, et, dans ces derniers temps, par MM. Liou- 
ville^^) et 0. Bonnet (^l M. Haton ajoute des détails intéressants à 
ce que l'on connaissait sur ce sujet. La seconde partie est consacrée 
aux figures à trois dimensions. On y remarque une démonstration 
nouvelle et fort simple de ce beau théorème de M. Liouville : Le 
procédé de transformation par rayons vecteurs réciproques est, 
avec l'homothétie ordinaire, le seul qui conserve la similitude in- 
finitésimale des figures à trois dimensions. 

M. Haton y ajoute une propriété analogue et entièrement nou- 
velle : elle consiste en ce que ces modes de déformation sont en 
même temps les seuls capables de conserver la similitude ther- 
mique infinitésimale des solides à trois dimensions en équilibre de 
température. 

M. Haton a donné, dans plusieurs Mémoires successifs '*\ une 
grande extension à la théorie des courbes isothermes et des réseaux 
de coordonnées curvilijjncs fournis par la considération des poten- 
tiels cylindriques. 

^^^ Journal de l'Ecole Polytechnique, ^^^ Sur la théorie mathématique des caries 

iLii* cahier, 1867, p. i53-2o6. géographiques, llièse (rastroiiomie , i8o*Ji. 

^^ Note V (le la nouvelle édition de ^*^ Journal de l'Ecole Polfj technique y 

C Application de l'An. (Ma Geow. de Monge. wxviir cahier, 18G1. j). i5-ii»î. 
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Nous rencontrons encore, sur les limites de la Géométrie et de 
la Mécanique , la thèse publiée par M. Haton sous le titre de Théorie 
nouvelle de la Géométrie des numes^^\ hauteur y envisage les intégrales 
de la forme jxydm analogues à celles des moments d^inertie, et 
douées, comme ces dernières, de propriétés extrêmement nom- 
breuses et élégantes, qu'il serait impossible de résumer ici. 

Enfin, dans une Note relative à la théorie des courbes rou- 
lantes (^), M. Haton a donné, sous la forme la plus générale, une 
transformation telle, qu'en l'appliquant à deux courbes capables 
de se conduire par simple roulement lorsqu'elles tournent sur 
deux points fixes , on obtienne deux nouveaux profils jouissant de 
la même propriété. 

XX. M. COMBBSGIJRE. 

M. Combescure, après s'être occupé d'abotd de Mécanique dans 
plusieurs articles intéressants concernant le mouvement d'un point 
sur une sphère (publiés aux Etats-Unis), puis de diverses questions 
d'Analyse pure ou appliquée à la Mécanique, est entré dans le do- 
maine de la Géométrie. 

1859. Dans une Note sur les lignes de courbure de la surface des ondes^^l 
M. Combescure a introduit deux variables, ou coordonnées, dont on 
n'avait point encore fait usage avant lui, le carré du rayon vecteur 
et le carré de la perpendiculaire abaissée de l'origine sur le plan 
tangent. Ces éléments le conduisent à une équation différentielle 
des lignes de courbure très-symétrique et élégante. Cette équation 
confirme immédiatement la rectification d'une inexactitude signalée 
par M. Bertrand W, et fait connaître le cas particulier où une surface 
développabie circouscrite à la surface des ondes et à une sphère 
concentrique peut avoir pour courbe de contact avec la surface une 

^'^ Journal de r Ecole Polytechiique , ^^^ Annali di Matematica, elc. Rome, 

xxxvii' cahier, i858, p. 35-96. 1859, t. Il, p. 978-280. — ^*^ Comptes 

'*^ Journal des Mines, G' série, l. V. rendus de VAcad. l.XLVII, 1 85 8, p. 8 17. 
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ligne de courbure. La même équation fournit une construction géo- 
métrique assez simple de la direction des sections principales en 
chaque point de la surface. 

Sur quelques problèmes relatifs aux surfaces r^lées^^\ — L*objet i863. 
principal de ce travail est la solution du problème suivant : Déter^ 
miner les surfaces développables qui passent par une courbe donnée et 
dont les génératrices coupent cette courbe sous un angle donnée constant 
ou variable y suivant une loi quelconque. Ce problème peut être résolu 
de différentes manières. La solution de l'auteur est élégante et 
simple : elle ramène la question à l'intégration d'une équation de 
Bernoulli. Cette équation s'intègre dans trois cas particuliers : 
1^ lorsque la courbe donnée est plane ; â^ lorsque les génératrices 
des surfaces développables cherchées coupent sous un angle droit 
la courbe donnée , auquel cas les arêtes de rebroussement des sur- 
faces développables sont les développées de la courbe ; 3** lorsque 
les génératrices coupent la directrice sous un angle dont la tan- 
gente est proportionnelle à celle de l'angle sous lequel la directrice 
est coupée par ses droites rectifiantes. 

On trouve encore dans le Mémoire de M. Gombescurc la solution 
de ce problème : Faire passer par une courbe donnée une surface déve- 
hppable qui soit tangente^ le long de son arête de rebroussementy à un 
ellipsoïde donné. 

Ce second problème dépend, comme le premier, de l'intégration 
d'une équation de Bernoulli. 

Sur un triple système particulier de surfaces orthogonales ^^\ — M. Com- 1 863. 
bescure se propose de déterminer un système triple de surfaces 
orthogonales dont fasse partie la série de surfaces représentées par 
l'équation af^y'^zP=:y. Ce système avait déjà été considéré par 
M. J. A. Serrct, sans que M. Combescure en eût connaissance. 11 

^'' Journal de Crelle, t. LXII, p. lyi- <*ï Annali di Matematica, t. V, i863, 

187. p. 39-5 1. 
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comprend comme cas particulier le système dans lequel les sur- 
faces de la première série sont le lieu des points dont la somme 
des distances aux deux côtés d'un angle droit est constante ; les sur- 
faces de la seconde série sont le lieu des points dont la différence 
des mêmes distances est conslante; et celles de la troisième série 
sont des paraboloïdes hyperboliques qui passent par les deux côlés 
de l'angle. 

M. Gombescure discute et fait connaître , au moyen d'une figure, 
la forme des surfaces des trois séries» et donne ensuite l'expression 
de leurs rayons de courbure principaux. 

Sur le déplacement (Tune courbe invariable déforme^ qui reste tafigente 
à une courbe frce^^K — Ce Mémoire, qui ne se rattache à la Géo- 
métrie que par le titre, est une étude sur le mouvement d'un corps 
solide, dans laquelle entre toujours le temps comme élément prin- 
cipal. Nous nous bornerons donc à indiquer le point de vue général 
de l'auteur dans ce travail important. 11 considère deux courbes, 
l'une G rapportée à trois axes rectangulaires fixes, l'autre C liée 
invariablement à trois axes mobiles. 11 imagine deux points maté- 
riels M, Ml parcourant respectivement ces courbes avec des vitesses 
connues v, Vi; et pour régler complètement le mouvement des 
axes mobiles, il admet trois conditions : i"^ qu'à chaque instant les 
points M, Ml coïncident; 2** que les trajectoires respectives C, Ci 
se touchent en ce point ; 3** que les plans osculateurs de ces deux 
courbes font, en chaque point de contact, un angle dont la loi est 
donnée. 

La question ainsi posée comprend, indépendamment des vitesses 
connues v, Vi, quatre groupes de quantités: i** les coordonnées 
absolues de l'origine des axes mobiles ; *i° les coordonnées absolues 
du point M; 3° les coordonnées relatives du même point; /l'aies 
cosinus de direction des axes mobiles par rapport aux axes fixes. 

^'^ Journal (le Mnthvmahqucs ih' Crolle, I. LXlll. p. .*^'>*>-,*5r>(). 
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En prenant pour données les quantités qui entrent dans deux quel- 
conques de ces groupes, on détermine celles des autres groupes. 
L'auteur remplace la loi de Tangle des plans osculateurs par cer- 
taines autres conditions. De là une série de problèmes qu il résout 
complètement. 

Nous signalerons dans ce travail de M. Gombescure la solution 
d'un problème intéressant de Mécanique, ayant pour but la déter- 
mination des cosinus de direction de trois axes rectangulaires liés 
à un corps solide, quand on connaît en fonction du temps les trois 
composantes de la vitesse instantanée de rotation. 

Mémoire sur les coordonnées curvilignes ^^K — Ce Mémoire, pré- i864. 
sente à l'Académie des sciences en i86/i, a paru en 1867 dans 
les Annales scientifiques de rÉcole Normale supérieure^ sous ce titre 
plus complet : Sur les déterminants fonctionnels et les coordonnées cur- 
vilignes. 

L'objet principal de ce travail est la généralisation de la belle 
théorie créée par M. Lamé, que l'auteur étend au cas général des 
coordonnées curvilignes obliques. On y trouve de nombreux résul- 
tats qui sont d'une importance capitale dans la Géométrie des sur- 
faces. Quelques-uns étaient déjà publiés, sans que M. Gombescure 
en eût connaissance. Ge sont les formules sur lesquelles M. Godazzi 
a fondé la recherche des surfaces applicables sur une surface don- 
née, et celles que M. Ossian Bonnet a fait connaître pour la déter- 
mination des systèmes orthogonaux. 

Dans un paragraphe particulier l'auteur intègre les équations 
qui définissent les systèmes orthogonaux, dans le cas où toutes les 
surfaces de ces systèmes sont isothermes; et, par une analyse plus 
simple que celle de M. Lamé, il arrive aux résultats de l'illustre , 
géomètre. Mais, ce qui est plus important, il généralise la question 

^*^ Présente à rAcadémie, séance du 3o mai 186/i. {Comptes rendus de t* Académie des 
sciences, t. LVIII, p. 1001. — Annales scientifiques de V Ecole Normale supérieure, 
l. IV, 1867, p. 93-i3i.) 
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eu montrant que, lorsquon connaît un système orthogonal parti- 
culier, on peut en déduire d autres systèmes, dans Teipression 
desquels entrent trois fonctions arbitraires. 

Un caractère d originalité et d^élégance distingue ce travail, 
comme tout ce que Ton doit à M. Gombescure. 

m 

XXI. — M. vkwi AousT. 

Les travaux de M. labbé Aoust se rapportent presque tous à la 
Géométrie, particulièrement à la théorie des surfaces; ils se com- 
posent de nombreux articles insérés dans les Comptes rendus de 
1859. r Académie et dans les journaux de Mathématiques. Nous citerons 
d'abord deux Mémoires étendus, lun de tSSg, sur les coordonnées 
curvilignes planes^^\ et l'autre de 1862, «tir les coordonnées curvi- 
lignes dans Vespace^^\ Ce qui distingue ces deux séries de recherches, 
c'est que l'auteur y remplace les calculs, presque toujours très- 
compliqués, par des considérations inGnitésimales d'une grande 
simplicité, et parvient par ces considérations directes à des formules 
de coordonnées obliques qui sont des généralisations simples et 
remarquables de celles que 1 on connaissait dans le cas des coor- 
données orthogonales. Nous signalerons en particulier dans le se- 
cond Mémoire l'heureux emploi d'un élément nouveau, que l'auteur 
nomme courbure géodésique inclinée. 

Quoique les coordonnées curvilignes obliques ne soient pas, en 
raison de leur complication, destinées à jouer un grand rôle dans 
les applications, les recherches de M. l'abbé Aoust comblent une 
lacune importante, et à ce point de vue elles sont dignes de la plus 
sérieuse attention. 

Les articles suivants se rapportent aux lignes de courbure et aux 
lignes géodésiques des surfaces du second ordre. 

"^ Comptes rendus de r Académie des sciences, I. XLVIII, 1859, P* ^^"^ - ^^ ^- ^^^' 
186a, p. 661. — Journalde Crelle, t. LVllI, p. 352-368. — ^'Kinnali di Matcmatiea, 
I. VI, 1 866, p. 65-87. 
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Sur une propriété des lignes de courbure de Vellipsoide^^\ — L'au- 1859. 
leur démontre ce théorème : Par une ligne de courbure de rellipsoïde 
passent trois surfaces du second ordre de révolution y dont les axes de 
révolution sont les trois axes de rellipsoide. 

Il conclut de là certaines propriétés, données déjà par M. Valson 
dans sa thèse de doctorat, et trouvées aussi depuis par M. Heiler- 
mann, de Goblentz, comme nous l'avons dit précédemment. 

Sur une forme de F équation de la ligne géodésique ellipsoïdale y et de 
ses usages pour trouver les propriétés communes aux lignes ellipsoïdales 
et à des courbes planes correspondantes ^^K — L'auteur, en partant des 
propriétés relatives aux sphères focales y transforme Téqua^jon de la 
ligne géodésique de M. Liouville en celle-ci : 

lxfl\= T^+ T^— 9T T COS 0, 

dans laquelle t, t' sont les longueurs des tangentes menées d'un 
point de l'ellipsoïde aux deux sphères focales, et 6 est l'angle des 
deux lignes géodésiques menées du même point à la ligne de cour- 
bure (fi,), c'est-à-dire à la ligne de courbure intersection de l'el- 
lipsoïde et de l'hyperboloïde homofocal dont le demi-grand axe 
est (II. 

Ensuite il établit une certaine correspondance entre les courbes 
tracées sur l'ellipsoïde et des courbes planes. 

Dans une Note sur les lignes de courbure des surfaces du second 1860. 
ordre^^\ M. l'abbé Aoust applique ces considérations à la détermi- 
nation des centres de courbure des lignes tracées sur l'ellipsoïde. 

Deux autres articles se rapportent au même sujet, savoir : Des- i86i. 
cription des lignes de coui*bure des surfaces du second ordre^'^^\ et Des 1862. 

**^ Comptes rendus, i, XLVIII, 1869, ^'^ Comptesrendus,i,Ll,\%^o^^,^ko' 

p. 886-888. 64a. 

^^ Comptes rendus, t. L, p. 484- " ^*^ Comptes rendus, t. LU, 1861, 
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mrfaces du second ordre d4)ublement tafigentes , en leurs otnbilics, à deux 
sphères égales ^^K 

i863. Dans une Note sur la courbure des surfaces ^^\ M. l'abbé Âoust 
calcule Texpression de la courbure des sections planes d'une surface 
en fonction dos courbures d'un système de courbes coordonnées 
obliques, et de leurs courbures inclinéeSy dont la notion a été intro- 
duite pour la première fois dans son Mémoire de iSBg. 

Quelques-unes des recherches de M. l'abbé Aoust paraissent 
prendre leur point de départ dans un Mémoire sur les trajectoires qui 
coupent sous un angle constant les courbes méindiennes des surfaces de 
révolution f qu'il a fait paraître en i8/i6, dans le Journal de Mathé- 
matiques de M. LiouvilleW. 

La rapide analyse que l'on vient de lire montre que le zélé et 
savant professeur de la Faculté de Marseille a porté avec succès 
ses investigations sur les différentes parties de la Géométrie des 
surfaces. 

XXII. — M. Moutard. 

1 860. Déterminatiofi du degré de V équation de certaines surfaces enveloppes ^^\ 
— Les résultats principaux de ce travail sont les deux théorèmes 
suivants : 

La surface enveloppe de toutes les surfaces de degré 1 , dont les coeffi- 
cients sont des fonctions de degré m de trois paramètres variables liés 
entre eux par deux relations, l'une de degré n , Vautre de degré p , est en 
gétiéral d!un ordre marqué par 

Inp (2m + n + p — 4). 

La surface enveloppe de toutes les surfaces de degré 1 , dont les coeffi- 
cients sont des fonctions de degré m de trois paramètres arbitraires liés 

^'^ Comptes rendus, l. LIV, tSOa, ^'^ T. XI, p. iB/i-iga. 

p. 765-767. ^*^ Nouvelles Annales de MathémtUiques j 

*J Ibtd, t. LVII, i863, p. 317-319. t. XIX, p. 58-66. 
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entre eitx par une relation unique de degré n^ est en général d!un ordre 
marqué par 

ln[(n-i)2+9(n-i)(m-i)+3 (m--i)2]. 

Ces deux théorèmes sont susceptibles d applications importantes 
dans la théorie des surfaces, où ils permettent d'introduire des 
théorènies analogues à des propriétés énoncées pour les courbes, 
notamment dans un beau Mémoire de Steiner(^). 

Pour arriver à ses deux théorèmes principaux, M. Moutard dé- 
montre d'abord quelques autres résultats relatifs à la théorie de 
Félimination, dont nous énoncerons les deux suivants, que M. Sal- 
mon a cités et introduits dans son excellent Traité de Géométrie à 
trois dimensions f^^ : 

Le lieu d'un point dont les plans harmoniques relatifs à quatre sur- 
faces d'ordre 1, m, n, p passent par un même point est une surface 
(Tordre 

(1 + m + n + p — 4). 

UéqwUion de condition à laquelle doivent satisfaire les coefficients des 
équations de deux surfaces d! ordre 1 et d! oindre m , pour que ces surfaces 
soient tangentes entre elles ^ est du degré 

l(l2+2lm+3m2-/il-8m + 6) 
par rapport aux coefficients de la seconde ^ et du degré 

m (m^^+ 2lm + 31^- im- 81 + 6) 
par rapport aux coefficients de la première. 

Note sur la transformation par rayons vecteurs réciproques ^^\ — La i864. 
transformée par rayons vecteurs réciproques d'une surface d'ordre 

^'^ Mémoire présenté à FAcadémie de ^^^ Bulleùn de la Société philomathi- 

Berim le lo août i848, reproduit dans le que, séance du i4 février i864, p. 65- 

/otirmi/de M. Liouvillc, t. XVin, p. 309. 68. — Nouieîles Annales de Mathéma- 

^*^ Voir chap. xv, General Theory of tiques, 2* série, t. III, i864, p. 3o6- 
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m est eu général d'ordre a m. Mails lorsque la surface d'ordre m 
passe par le cercle imaginaire situé à l'inGni , ou bien quand le 
pôle de transformation est situé sur la surface , la transformée n est 
plus d'ordre am. 

Son ordre est diminué en raison du degré de multiplicité q du 
cercle de l'infini sur la surface proposée, et du degré de multipli- 
cité p du pôle sur la surface. 

Que l'on appelle m! l'ordre de la transformée, q' le degré de 
multiplicité du cercle de l'infini sur cette surface, etp' le degré de 
multiplicité du pôle sur la même surface, M. Moutard trouve les 
expressions suivantes de ces trois nombres, qui définissent la trans- 
formée : 

p' =m— 2y, 
q' =fn— jp — y. 

Lorsque p+2y = m, la transformation n'altère ni l'ordre delà 
surface, ni le degré de multiplicité du cercle de l'infini, ni celui du 
pôle. 

Certaines surfaces jouissent de la propriété de se transformer 
exactement en elles-mêmes, pour un choix convenable du pôle cl 
du paramètre de transformation. 

M. Moutard appelle ces surfaces anallagmaiiques. Le pôle de 
transformation est dit pôle prtncipaly et la sphère qui a pour centre 
un pôle principal, et pour carré de son rayon le paramètre de 
transformation, est appelée sphère principale. 

M. Moutard fait connaître cette propriété très-importante des 
surfaces anallagmatiques, qui en constitue une nouvelle défini- 
lion : 

Toute surface anallagmalique est le lieu des intersectians successives 
d'une sphère assujettie à couper 07*thog07ialenwnt une sphèi^e fixe {la sphère 
priyicipale) ^ et dont le ceittre décrit une surface directrice fixe. 

Les surfaces du troisième ordre qui contiennent le cercle inia- 
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ginaire de l'infini, et les surfaces du quatrième ordre qui contiennent 
ce cercle comme ligne double, sont, en général, anallagmatiques 
par rapport à cinq pâles différents ^ dont trois au moins sont réels. 

Les sphères doublement tangentes à une anallagtnatique du quatrième 
ordre la coupent suivant deux cerckb (^'•. 



Sur les surfaces anallagmatiqties du quatrième ordre •^'. — Ce tra- 
vail fait suite au précédent. L'auteur appelle ligne focale dune sur- 
face anallagmatique la courbe d'intersection de la surface directrice 
et de la sphère principale. Cette courbe présente des propriétés 
analogues à celles des lignes focales des surfaces du second ordre. 
Elle est le lieu des centres des sphères de rayon nul, doublement 
tangentes à la surface anallagmatique; ou, ce qui revient au même, 
elle est une ligne double de la développable circonscrite à l'anallag- 
matique et au cercle imaginaire de TinOni. 

Deux anallagfnaiiques qui ont une môme ligne focale sont dites 
homofocales. Elles se coupent partout à angle droit, et leur courbe 
d'intersection est une ligne de courbure de chacune des surfaces. 

Nous passons sur diverses propriétés de cette théorie, pour ter- 
miner par ce remarquable théorème : Les surfaces anallagmatiques 
homofocales du quatriètne ordre forment un système triplement ortho- 
gonal. 

Ces beaux théorèmes ont été communiqués par M. Ossian Bonnet 
à l'Académie, dans sa séance du i'^'^ août i86/i, sous le titre: 
Lignes de courbure d!une classe de surfaces du quatrième ordre^^K 



186/1. 



^^^ Ces surfaces anallagmatiques du 
quatrième ordre n ont point larde à Gxer 
l'attention des géomètres. M. W. K. Glif- 
ford, notamment, en a fait connaître plu- 
sieurs propriétés. {\ oir Educatioiml Times, 
septembre 1866, p. i3/i.) 

^'^ Bulletin de la Société philomathique , 
séances du 3 juillet et du 6 août 186/i , 
p. 119 et 121. — Nouvelles Annales de 



Mathématiques, 2* série, t. III, p. 536- 
5/ii. 

^^^ Comptes rendus, t. LIX, p. Q/i3. — 
Par une coïncidence imprévue, M. Serret 
communiquait dans la même séance un 
Mémoire d'un jeune élève de l'École Nor- 
male, M. Darboux, renfermant lé même 
système triple de surfaces ortbogoiiales 
du quatrième ordre. M. Serret, en annon- 



yoh 
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i86â. Dans une Note insérée par le général Poncelet dans le second 
volume des Applications (T Analyse et de Géométrie (1866, p. 363), 
M. Moutard démontre ce théorème sur le contact des surfaces : 

Lorsque deux surfaces ont en un point A un contact de F ordre p, ella 
se coupenty en général, suivant une ligne gauche, dont p+ 1 brancheSy 
réelles ou imaginaires ^ se avispnt en X. Un plan quelconque, contenant 
Tune des tangentes menées en A d ce* p 4- 1 branches y coupe les deux 
surfaces suivant des courbes dont le contact en A est d^un ordre immédior 
tement supérieur p+ 1 ; enfin, parmi tous les plans sécants quon peut 
mener par F une de ces tangentes y il en existe un, à sat^oir, le plan oscu- 
lateur de la branche correspondante, pour lequel les sections ont un con- 
tact d^un ordre encore plus élevé p 4- 2 . 

Ce théorème donne lieu à plusieurs corollaires; Tau leur énonce 
ceux-ci : 

Si, autour d'une tangente d'une surface en un point A , on fait tourner 
un plan, et que dans chacune de ses positions on construire la conique 
qui a en A avec la surface un contact du quatrième ordre : 1 ® il existera 
deux positions y réelles ou imaginaires, du plan sécant, pour lesquelles le 
contact montera au cinquième ordre ; 2** F ensemble de toutes les coniques 
forme une surface du second ordre simplement osculatrice à la proposée. 

Par chaque point d!une surface, il est en général possible de mener 
vingt-sept coniques ayant avec la surface, en ce point, un contact du 
sixième ordre. 



ranl dans la séance suivante que le tra- 
vail (le M. Darboux lui avait éié remis 
dans le cours du mois de juin, a ajoute 
que tr certainement aucun des deux au- 
ffteurs n'a pu avoir connaissance du tra- 
frvail de raulre." M. Darboux lui-môme 
dit, à la suite de son Mémoire, inséré 
dans les Annales scientifiques de l'Ecole 
Normale, t. II, i8G5, p. Go, qu'il no 
songe point à contester à M. Moutard la 
priorilé. Et il ajoute cette obsorvation 
spoiit^nnée. tjnf nous aimons à repro- 



duire : (tM. Moutard avait déjà publié 
(rdes articles très^intéressanLs sur les sor- 
(T faces du quatrième ordre qui appar- 
ff tiennent à une classe de surfaces qu'il 
ff propose d'appeler anaUagmaiiques, (Voir 
ffjournal V Institut, 1 1 mai 1 864 ; — Nou- 
rrvellcs Annales de Mathématiques, i864.) 
fr Ci est en cherchant les lignes de courbure 
ffde ces surfaces qu'il a rencontré le sys- 
rtènie orthogonal.^ (Voir Comptes rendus 
des séances de r Académie des sciences, 
i"aout i86/i.) 
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Sur la surface de Steiner ^^K — M. Moutard fait connaître deux 
propriétés fort simples de la surface de Steiner, surface du quatrième 
ordre que chaque plan tangent coupe suivant deux coniques : 

1^ La surface est le lieu d'un point dont les distances à quatre plans 
fixes ont entre leurs racines cuirées une relation homogène du premier 
degré. 

2** La surface est V enveloppe d!un plan dont les distances à quatre 
points fixes ont entre leurs valeurs inverses une relation homogène du 
premier degré ^A 

XXIII. — M. Massieu. 



i865. 



Dans une thèse de Mécanique analytique, Sur les int^ales algé- i86 



^'^ Bulletin de la Société philotnathique , 
l. II, i865,p.66. 

^'^ Celte surface a occapë depuis peu 
d années plusieurs géomètres ëminents; 
nous eu rappellerons ici Tonginc. 

L'illustre géomètre de Berlin , dont la 
surface porte le nom , en avait conçu la 
génération sans en rien publier. Mais heu- 
reusement il en avait entretenu M. Weier- 
strass, il y a près de vingt-cinq ans. 
M. Kiimmer, en étudiant d'une manière 
générale les surfaces du quatrième ordre 
sur lesquelles se peuvent trouver des sec- 
tions coniques, dans un Mémoire com- 
muniqué le 1 6 juillet i863 h l'Académie 
de Berlin, en trouva une que chaque 
pian tangent coupe suivant deux coniques, 
et dont il donna Téquation. M. Weier- 
strass lui fit connaître alors le mode de 
description de cette même surface, que 
hii avait communiqué Steiner, et, dans 
une Note lue le même jour h TAcadémic 
de Berlin, donna aussi, sous une autre 
forme, une équation de la surface. Cette 
communication fut bientôt suivie d\in 
Mémoire de M. Schrôter, lu à la même 



Académie en novembre i863. Depuis, 
M. Cremona dans deux Mémoires (Journal 
de Crelle, t. LXIII, p. 3i5, çt Rendiconti 
del Reale Imtituto Lombardo, vol. IV, 
fasc. 1 , 1 867 ) , et M. Cayley (Journal de 
Crelle, t. LXIV, p. 172) se sont aussi 
occupés de cette surface. Les Mémoires de 
MM. Kummer, Weierstrass et Schrôter 
se trouvent dans ce même volume de 
Crelle, t. LXIV, p. 66-94. M. Clebsch, 
dans un Mémoire inséré au même Recueil 
(t. LXVII, 1867, p. 1-22), a démontré 
plusieurs propriétés de la surface; nous 
citerons celle-ci : Les courbes enveloppes 
des tangentes principales (courbes que 
M. Ch. Dupin a nommées asympiotiques , 
parce que leurs tangentes sont les asym- 
ptotes des indicatrices de la surface) sont 
des courbes gauches du quatrième ordre 
de seconde espèce. 

Ajoutons que M. de la Goumerie, dans 
ses Recherches sur les surfaces tétraédrales 
symétriques (p. 934), a remarqué que 
cette surface rentre comme variété dans 
cette famille de surfaces générales dont il 
a fait connaître les propriétés. 
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briques des problèmes de Mécanique^ M. Massieu parvient à un résultat, 
important concernant la question des surfaces applicables Tune sur 
l'autre, et qui, à ce titre, peut être cité ici. Il consiste en ce que r 
Toutes les fois que le problème de dynamique auquel peut se ramener k: 



recherche des lignes géodésiques d^une surface donnée admet une int^prale^^s 
du premier degré par rapport aux vitesses y la surface est applicable s w 
une certaine surface de révolution. 

La thèse de Physique mathématique de M. Massieu, Sur le mode^= 
de propagation des ondes planes et la surface de Fonde élémentaire dai 
les cfistaux biréfringents à deux axes y renferme une analyse brèv( 
et intéressante des procédés divers suivis dans l'étude de celU 
([uestion par Mac Cullagh, Hamilton, Phicker, Cauchy et M. Lamé. 
C'est surtout la marche suivie par ce dernier que M. Massieu a_ 
développée. 

XXIV. — M. Painvin. 

i86a. Détennination du volume maximum d'un tétraèdre dont les faces ont 
des aires données^^K — Lagrange a résolu le premier celte question 
dans son Mémoire sur les pyramides, mais il s'est borné à former 
l'équation du quatrième degré qui la résout, sans discuter cette 
équation et sans faire connaître aucune propriété du tétraèdre 
cherché. M. Painvin a ajouté à l'analyse de Lagrange des dévelop- 
pements étendus et intéressants : après avoir obtenu l'équation du 
quatrième degré par une voie nouvelle, il montre qu'une seule 
racine, et partant qu'un seul tétraèdre, satisfait à la question; il 
donne tous les éléments, les angles, les arêtes de ce tétraèdre; puis 
il en fait connaître un grand nombre de propriétés : 

Par exemple : Les quatre perpendiculaires abaissées des sojnmets sur 
les faces opposées passent par un même point, 

^'^ Nouvcllea Annales de Mathématiques , à l'Acadëmie le 17 février 1869. (Voir 
9'sërie,t. I, 1862, p. 967-'T{8G, 353- Comptesrendus de l'Académie des sciences, 
36() . h 1 /1-/1 36. Ce Mémoire a 6i^ présenlë t. IJ V. p. 379. ) 
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Les tangentes des [angles plans d'un même sommet sont proportion- 
nelles aux aires des faces qui forment ce sommet. 
Les arêtes opposées sont rectangulaires. 
La somme des carrés de deux arêtes opposées est constante. 

Dans une Note sur la détermination des foyers d!une section plane i86/i. 
dans une surface du second ordre (^\ M. Pain vin part de cette définition , 
({Vl \xw foyer est le centre d'un cercle de rayon nul, doublement 
tangent à la conique : la corde de contact est la directrice correspon- 
dante au foyer. Après avoir indiqué la marche du calcul qui con- 
duirait à l'expression des coordonnées des foyers d'une section faite 
par un plan, il calcule quelques lieux géométriques relatifs aux 
foyers. Ainsi il trouve que Je lieu des foyers de toutes les sec- 
tions diamétrales d'une surface à centre est une surface du huitième 
ordre dont il fait connaître divers éléments ou particularités. 

Pour un paraboloïde, le lieu des foyers des sections faites par 
des plans parallèles à l'axe est du quatrième ordre. 

M. Painvin a encore publié plusieurs Mémoires de Géométrie 
analytique, parmi lesquels nous citerons les deux suivants : Pra- 
priétés du système des surfaces du second (rrdre conjuguées par rapport à 
un tétraèdre fixe '^^ et Recherche des points à r infini sur les surfaces algé- 
briques^^K Ce dernier travail, fort étendu, traite des points simples 
et doubles situés à l'infini et de la surface asymptote d'une surface, 
laquelle est la développable circonscrite à la surface suivant sa courbe 
d'intersection avec le plan situé à l'infini. 

Nous n'avons point à parler ici de divers Mémoires d'Analyse du 
savant et laborieux professeur du lycée de Douai. 

^*^ Nouvelles Annales de Mathématiques , p. 58-98. — ^'^ Journal de Crelle, l. LXV, 
a' série, l. III, p. 481-/198. i8G5,p. iia-iGoet 198-258. 

^*) Journal de Crollc, l. LXIII, i8():] , 
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XXV. — M. Camille Jobdan. 



Les travaux de M. G. Jordan, ingénieur des mines, se rapporten 

presque exclusivement aux théories les plus élevées de TAnalyse 

t865. Cependant on y distingue des Recherches sur les polyèdres qui ont 



le sujet de plusieurs communications à TAcadémie. Ses premiers Mé- 
moires >'^ sont relatifs à l'étude des diverses sortes de symétrie qu'u 
polyèdre ou fragment de polyèdre peut présenter relativement a 
mode d'enchainenient de ses faces y arêtes et sommets^ abstraction 
faite de tonte relation de grandeur. Les résultats obtenus par Tauteu 
dépendent essentieHcmenl de deux éléments w, n, qui désignent 
respectivement le nombre des contoui*s fermés qui forment la limit 
de la surface considérée, et le nombre des contours fermés ne se- 
coupant pas mutuellement, que Ton peut tracer sur la surface sans 
la séparer en deux régions '*-'. 

M. Jordan, après avoir établi les principes généraux relatifs à 
cette étude, les a appliqués successivement à trois sortes de sur- 
faces polyédriques : i° celles pour lesquelles w = n= o (cette ca- 
tégorie comprend les polyèdn\s convexes); si un polyèdre de cette 
espèce, considéré sons divers aspects, est symétrique à lui-môme 
de la façon dont il s'agit, on pourra toujours construire un autre 
polyèdre ayant le m«^me nombre de faces, arêtes et sommets, dis- 
posés dans le même ordre, et exactement superposable à lui-même 
sous ces mêmes aspects : on retombe ainsi sur le problème résolu 
par Bravais dans son Mémoire sur les polyèdres déforme symétrique; 
^^ celles pour les(juclles ?n=o, n=i (polyèdres fermés ayant 

^' Cowplrsreiuhisi.l.W. iHCu^^p./ioo- ;i\ait M signalée (kjà par M. Hiemann 
/io3; t. LXI.[).2()3-i>()8; 1. LXII, iSiiO, {Journal ih". Crolle, l. LIV, 1807), cl par 
p. iX]c). Ces reclierciies sont réunies on M. Lisling, (jcnsus drr rmlmelischen Corn- 
deux Mémoires dans le Jour/ntl de Crelle, plea'c [Mémoires de lu Snn'eté des Seicncrs 
t. lAVI, année 1866, p. 93-91. de Gfrtft'nfruc). 

* l/importarir«» r|p ri^s pararnèlrr.^ 
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[aspect général d'un tore) : ces polyèdres se partagent, au point 
de yue de la symétrie, en trois classes; et 3° les réseaux plans 
formés de polygones accolés, qui se partagent en huit classes. 

Ce travail fort étendu, qui renferme des points de vue et des 
résultats entièrement nouveaux, a été le sujet d'une analyse lumi- 
neuse, empreinte du talent d'exposition que M. Bertrand apporte 
dans les questions les plus délicates. Nous citerons ici les con- 
clusions du Rapport de notre éminent confrère : crLes polyèdres 
ir superposables à eux-mêmes, auxquels ceux que considère M. Jor- 
ffdan se trouvent rattachés par lui, ont été considérés déjà par 
(T Bravais, sous le nom de polyèdres sphéroédriques y dans ses Irès- 
ff belles et très-importantes Recherches sur la théorie des polyèdres. 
trCe rapprochement, loin de rien enlever à l'intérêt de la théorie 
(T nouvelle, doit être considéré plutôt comme lui donnant un nou- 
er veau prix. Le Mémoire de M. Jordan, très-important par ses 
ir résultats, montre chez son auteur, en même temps qu'une grande 
tr perspicacité , une rare habileté dans l'emploi des considérations 
«r géométriques les plus délicates, et l'Académie ne saurait trop 
tr encourager l'auteur à persévérer dans cette voie, où il a su, 
(rdans une question tout élémentaire et placée en quelque sorte 
(rau seuil de la science, déployer un véritable talent de géomètre. 
trLe Mémoire de M. Jordan nous semble très-digne d'être approuvé 
(rpar l'Académie et inséré dans le recueil des Savants étrangers^^Kn 

Deux aspects d'un même polyèdre peuvent être inversement ^^g^ 
semblables, c'est-à-dire tels que l'enchaînement des faces y soit le 
même, mais qu'il ait lieu, dans l'un, de droite à gauche, et, dans 
l'autre, de gauche à droite. L'étude de cette particularité a été pour 
M. Jordan l'objet de deux nouveaux Mémoires ^'^\ ou il montre que 
cette circonstance peut se présenter de dix-Iiuit manières diflé- 

^»> Comptes rendus, t. LXII. t8GG, ' JowrW de Crelle, l. LWIII, 1868, 

p. 1268-1271. |). 997-303. 
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rentes dans les polyèdres pour lesquels m = n = o, et de neuf m 
nières différentes dans ceux pour lesquels m = o, n= i. 

18G6. Dans une Note sur la défommHan des surfaces ^^\ M. Jordan, fa 
sant allusion au problème de Tapplication Tune sur l'autre d 



surfaces flexibles et inextensibles, se propose le problème analogu- e 
en supposant, au contraire, que les surfaces soient extensibles 
volonté. H démontre que la condition pour que deux surfaces ou 
tiwis de surfaces flexibles et extensibles à volonté soient applicables Tt 
sur Vautre sans déchirure ni duplicature est que metn soient égaux. 



1867. Un Métnoire sur les groupes de mouvements ^^^ se rattache très- 



directement aux Etudes cristallographiques de Bravais. Ce travail ^ 
pour objet les deux questions suivantes : 

Trouver les diverses manières dont un système de molécules [en nombre 
limité ou illimité) peut être superposable à lui-même. 

Trouver tous les groupes de mouvements tels y que le mouvement résul — 
tant obtenu en opérant successivement deux des mouvements du groupe 
appartienne lui-même au groupe, 

M. Jordan li'ouvc que ces gi'oupes se ramènent à cent soixantr^ 
et quatoi'ze typos , dont vingt-trois principaux. 

XXVI. — M. Darboux. 

i864. Remarques sur la théorie des surfaces orthogonales ^'^ — M. Darboux 

étend aux systèmes triples de surfaces orthogonales la propriété 

focale des courbes orthogonales que M. Kummer avait découvertes*^, 

^'^ Journal de Matikêmaliqnes , 9/ série, ^*^ Journal de Crelle, t. XXW, p. 5-i9, 

t. XI , 1 8t)() , |). 1 00-1 09. 1 8/17. Une traduction de ce beau Mémoire 

*'' Comptes rendus de r Académie des a [)ai'[i dans \es \ouvelles Annales, t\\, 

sciences, f. L\V, 18G7, p. 'J-jq-jIJ*^. — i8ôa, sous le litre : Sur les systèmes de 

' Annali di Malemalicn ^ tî' série, i8()8, courbes algébriques planes qui se coupent 

p. i67-tîir>, l)'jr2-MiH. ortbogonalement et sur leur confocalité, 

'" Comptes rendus , f . Ll\ .p. *j '1 0-9 '1 •> . p. ^i î» 6- '1 3 h . 



DE LA GÉOMÉTRIE. 361 

et qui consiste en ce que des courbes orthogonales sont toujours 
hotnofocales. II démontre les théorèmes suivants : 

Le lieu des points de contact Jtune surface et des plans tangents paral- 
lèles à ceux du cône asymptote iune sphère est une ligne de courbure 
[imaginaire). 

Dans un système triple de surfaces orthogonales , chaque surface touche 
la développable enveloppe de ces surfaces suivant une courbe , et la coupe 
suivant une ou plusieurs droites tangentes à la courbe ^ aux points où 
celle-ci rencontre rareté de rebrousseinent. 

Les cônes de même sommet circonscrits à toutes les surfaces sont honuh 
focatix. 

Ces propriétés n'appartiennent pas à trois systèmes quelconques 
de surfaces orthogonales; il faut que les surfaces des trois systèmes 
soient comprises dans une même équation. 

M. Darboux fait ensuite connaître un système nouveau de sur- 
faces orthogonales dont l'idée dérive de cette propriété des ovales 
de Descartes : Les ovales qui ont leurs trois foyers communs forment un 
système orthogonal. Il est conduit ainsi à reconnaître que l'équation 

{a^+y^+z^Y + ax^+&f-hyz'-'h = o 

peut donner un système triple orthogonal. Il détermine les expres- 
sions des quatre coefficients qui réalisent ses prévisions; puis il dé- 
montre les propriétés suivantes de ce système : 

Toute sphère coupe les surfaces suivant une courbe qui se trouve sur 
une surface du second ordre. 

Toute sphère doublement tangetite à une surface la coupe suivant deux 
cercles. 

Il y a cinq systèmes doublement tangents ayant un point de contact 
commun quelconque. Donc : dix sections circulaires passent par un point 
de la surface. 

Il y a des droites (au nombre de huit) sur chaque surface. Ces droites 
sont parallèles aux arêtes du cône asymptote d'une sphère. 
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Quand le terme connu de réquation des mrfaceê e$t infini y les surjace$ 
sont du second ordre. 

Nous avons dit précédemment que, dans la séance même où 
M. Serrel présentait ce travail de M. Darboui à l'Académie, M. 0. 
Bonnet en présentait aussi un de M. Moutard renfermant le même 
système triple de surfaces orthogonales, exposé par d autres con- 
sidérations purement géométriques ('^ 

i864. Sur les sections planes du tore^^K — M. Darboux fait connaître 
diverses propriétés remarquables des sections planes du tore, entre 
autres celle-ci : Toute section plane peut être regardée de quatre ma- 
nières différentes comme une courbe réciproque d^une ovale de Descartes» 
Il démontre en outre que les sections du tore sont des cas parti- 
culiers des courbes représentées par l'équation générale r = fxr'+w'' 
entre trois rayons vecteurs, et que le tore a aussi une équation de 
la forme a^+aY+aY=o, r, f', f étant les tangentes menées d'un 
point à trois sphères égales. 

i864. Théorèmes sur Vintersection d'une sphère et d'une surface du second 
degré (^\ — Ces théorèmes, dont la plupart se rapportent aux ovales 
de Descartes, présentent un grand intérêt. On en jugera par ces 
deux-ci, qui ont de l'analogie avec certaines propriétés des co- 
niques : 

Les ovales de Descartes ont une infinité de foyers situés sur une 
courbe plane du troisième degré dont le plan passe par îaxe et est per- 
pendiculaire au plan des ovales. On a entre les distancer d'un point des 
ovales à deuj; points quelconques de cette courbe une relation de la forme 
fir+fjLV=:const. 

La surfare engendrée par la révolution des orales de Descarfes autour 
de leur a.ve n admet pour sections planes que des ovales de Descartes. 

^'' \ iùr Comptes rendus, l. LI\, ]).'i/i.') »jî' s».^rie, t. III. p. lôG-iGT). — • ^ou^ 
el 2 09. relies Avuales de Mathématiques , n' séri<". 

^'' \ouvelles Annales de Mat/iématiffucs, l. III, [). lyy-jio-i. 
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Recherches mr les surfaces orthogonales ^*'. — H suffit de dire, pour 1866. 
signaler ce Mémoire à l'attention des géomètres, qu'il est le déve- 
loppement des résultats dont il a été question plus haut. 

Uauteur termine par deux Notes relatives, l'une aux courbes du 
quatrième ordre qui ont deux points doubles à ImGni sur le 
cercle, et l'autre aux surfaces du quatrième ordre qui ont pour 
ligne double le cercle imaginaire à FinGni. 

Sur les surfaces orthogonales. Thèse pour le doctorat ^^\ — Cette 1866. 
thèse est un travail étendu et fort important sur les surfaces ortho- 
gonales. Elle comprend trois parties. La première, intitulée : Etude 
dun système remarquable de coordonnées orthogonales y contient diffé- 
rentes propriétés des coordonnées curvilignes formées par le triple 
système orthogonal auquel l'auteur et M. Moutard, comme nous 
l'avons dit précédemment, ont été conduits, chacun de son côté. La 
seconde partie renferme des Recherches sur les surfaces orthogonales 
en général. M. Darboux, prenant pour point de départ le théorème de 
M. Dupin , d'après lequel dans tout système triple de surfaces ortho- 
gonales les courbes d'intersection des surfaces sont leurs Hgnes de 
courbure, auquel il ajoute comme complément l'énoncé suivant : 
Quand deux systèmes de surfaces orthogonales se coupent suivant les lignes 
de courbure de ces surfaces , il existe un troisième système orthogonal aux 
deux premiers y donne d'abord une démonstration simple de ce théo- 
rème de M. Ossian Bonnet, que la recherche de tous les systèmes 
orthogonaux revient à l'intégration complète d'une équation aux 
différences partielles du troisième ordre à trois variables indépen- 
dantes. Puis il fait connaître une Nouvelle Méthode de recherche des 
systèmes orthogonaux^ fondée sur Temploi d'une certaine fonction 
auxiliaire V. La troisième partie contient des applications de la mé- 
thode exposée dans la deuxième partie. L'auteur considère d'abord 

w 

^'^ Annales scientifiques de VEcoîc Nor- '*^ Reproduite dans les Annales scienti- 

maie supérieure, tome II, année 186,^, fiques de V Ecole Normale supérieure, i.\\\^ 



zn c^ . oca ., -- . r. i. 
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une classe particulière de systèmes orthogonaux dans lesquels les 
surfaces d'un même système s'obtiennent en déplaçant Tune d elles 
parallèlement à elle-même par une simple translation sans altération 
de forme. La détermination de la fonction V dépend alors de l'in- 
tégration d'une équation aux différences partielles du troisième ordre 
à deux variables indépendantes. Le second cas traité par M. Darboux 
est celui des surfaces pour lesquelles les lignes de courbure sont 
planes dans les trois systèmes. Les intégrations s'effectuent alors 
complètement, et le résultat, d'une forme très-simple, contient trois 
fonctions arbitraires; ces surfaces sont, dans certains cas, un exemple 
des systèmes orthogonaux étudiés dans le paragraphe précédent , 
c'est-à-dire que chacun des trois systèmes est formé par une surface de 
forme invariable qui se déplace parallèlement à elle-même. Le troisième 
et dernier cas se rapporte aux systèmes pour lesquels chaque sur- 
face peut être partagée en carrés infiniment petits par ses lignes de 
courbure. M. Darboux avait déjà observé, dans la première partie, 
que les surfaces du triple système orthogonal antérieurement dé- 
couvert par M. Moutard et par lui jouissent de la propriété dont il 
s'agit. Par une analyse savante et extrêmement ingénieuse, il fait 
voir maintenant ([ue ce dernier système est le seul qui réponde à 
la question. 

1868. Sur un mode de transformation des figures (*). — M. Darboux pro- 
pose un nouveau mode de construction des figures de MM. Magnus, 
Steiner, Schiaparelli, Transon, Hirst^^^, qui présente plus de géné- 
ralité, non pas quant aux figures elles-mêmes, mais par rapport à 
certaines conditions, par exemple de passer par des points donnés, 
qu'on peut imposer dans la construction de la nouvelle figure. La 
transformation se fait au moyen d'une surface du second ordre sur 
laquelle sont pris deux points fixes 0, o , Du premier on mène, à 
chaque point a de la figure donnée dans un plan p, une droite qui 

^'^ Bulletin de h Société philomathif/ue , t. V. 1868. p. 7'.i-8o. — ^'' Voir ci-dossiis 
clia|). iir, p. i(')7. 
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perce la surface en un point; la droite menée du point d à ce point 
rencontre un plan j! en un point a! qui appartient à la figure trans- 
formée. On voit immédiatement qu'à une droite située dans le plan p 
correspond une conique dans le plan p\ et que cette conique passe 
par trois points fixes qui sont le point où la droite oo^ rencontre le 
plan p\ et les deux points où les génératrices de la surface (réelles 
ou imaginaires) qui se croisent en o rencontrent ce plan. Ce sont 
les trois points principaux. Le plan p' peut coïncider avec le plan p. 
La surface est prise arbitrairement; on peut donc la déterminer de 
manière à satisfaire à diverses conditions concernant la figure que 
Ton veut construire. M. Darboux applique ce mode de transforma- 
tion à la construction de la surface du second ordre déterminée par 
neuf points. 

Dans une Note sur les systèmes de surfaces orlhogonales^^\ M. Darboux 1 868. 
annonce que, en étudiant les équations de M. Lamé relatives à la 
recherche des surfaces orthogonales, il est parvenu à ce résultat, 
ff qu'étant donné un système orthogonal quelconque, on peut en 
ff déduire un système plus général, contenant le premier comme 
<r cas 'particulier, et dans l'équation duquel entrent trois fonctions 
ff arbitraires d'une seule variable, t^ Ces systèmes ont une propriété 
remarquable, que cries surfaces d'une môme série ont la même 
V représentation sphérique, quelles que soient les trois fonctions arbi- 
fftraires introduites, t^ 

Par exemple, que l'on parte du système orthogonal formé de 
trois séries de sphères, le système plus général est formé de sur- 
faces à lignes de courbure planes. 

Le système formé par les surfaces homofocales du second ordre 
conduit à un système dont les surfaces de chaque famille ont pour 
représentation sphérique un système d'ellipses homofocales. 

On a vu précédemment que l'idée de cette extension des sys- 



(') 
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tèmes orthogonaux se trouvait déjà indiquée d'une ujanière suc- 
cincte dans un travail de M. Combescure. 



Ce Rapport est déjà fort étendu; cependant nous n'avons point 
épuisé le sujet, et diverses recherches paraîtraient comporter en- 
core des notices spéciales. Mais il faut un terme, et nous devons 
nous résoudre à ne citer que succinctement quelques travaux, la 
plupart fort récents, où s'attestent le zèle, l'habileté et le savoir 
que demande une culture sérieuse de la science, et où peut se 
trouver parfois le germe de recherches fécondes. 

1847. M. A. Borgnet, professeur de l'Université, a publié un Essai de 
Géométrie analytique de la sphère^^\ dans lequel il prend pour axes 
coordonnés sur la sphère deux arcs de grands cercles rectangu- 
laires, et pour coordonnées d'un point les tangentes Irigononié- 
triques des arcs interceptés sur ces deux-là par les arcs de grands 
cercles menés par le point perpendiculairement aux deux axes coor- 
donnés. Cet ouvrage, écrit avec beaucoup de clarté, est le premier 
qui ait paru en France sur la Géométrie de la sphère. Mais l'au- 
teur, à son insu, avait été devancé par l'érainent professeur de 
Clèves, M. Gudermann^^l 



^*^ In-8% 18/17. Une analyse de cet 
ouvrage a été donnée par l'auteur dans 
les Nouvelles Annales de Mathématiques, 
t. VII, 18/18, p. 1/17-150 et 17A-177. 
On trouve aussi dans ce même tome VII , 
p. 393-395, un article du savant M. Ter- 
quem sur Touvrage de M. Borgnet. 

^*^ Ueber die analytische Sphàrik. ( Voir 
Journal de Crelle, t. VI, i83o, p. 3/1A- 
d5/».) 

M. Graves avait aussi donné, en 18/4.1, 
comme Appendice, dans un ouvrage cité 
pn^cédemmmt (p. 77), une théorie ana- 



lytique de la Géométrie sphérique. Nous 
ajouterons que iM. J. Rooth, dans un 
traité spécial {A Short Treatise on Spheri- 
cal Conte Sections)^ et surtout dans ses 
très-importantes Recherches sur les pro- 
priétés géométriques des intégrales ellip- 
tiques ( Philosophieal TrafuactionsfoT 1 85 3 
et iSbli), s'est aussi beaucoup occupé de 
la théorie des coniques sphériques. Enfm , 
nous pouvons citer de M. Cassani un 
traité analytique de la Géométrie de la 
sphère ,' inséré en plusieurs articles dans 
le Giomale de Naples, 1866. 
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M. Besge a trouvé que le lieu du point d'intersection, sur l'el- 
lipsoïde, de deux lignes géodésiques tangentes à une ligne de cour- 
bure, et qui se coupent sous un angle constant at, est une courbe 
du quatrième ordre ^*^; résultat confirmé bientôt après par M. Mi- 
chael Roberts, qui a remarqué que la courbe a pour équation en 
coordonnées elliptiques (i^ cos^ i+v^ sin^t= ^, équation semblable à 
celle des lignes géodésiques f^'. 

Depuis, M. Darboux a reconnu que cette courbe est située sur 
une surface du second ordre de révolution ayant mêmes plans 
principaux que l'ellipsoïde ^^K 



8/19. 



Feu Vannson, professeur de l'Université, a traité, sous le titre i858. 
de : Formules fondamentales de l'Analyse sphérique, de nombreuses 
questions de Géométrie analytique relatives à la sphère ^^\ particu- 
lièrement à la théorie des coniques sphériques, où se trouvent di- 
verses propriétés des coniques homofocales^^^. On y remarque aussi 
l'équation et les propriétés de la loxodromie ^^K 



M. E. Dewulf , capitaine du génie, a publié divers travaux. Citons 
un Mémoire sur les polaires inclinées^'^K Si d'un point on abaisse 
sur une courbe d'ordre n des obliques qui rencontrent la courbe 
sous un angle donné, les pieds de ces obliques sont sur une courbe 
d'ordre n. C'est cette courbe que M. Dewulf appelle polaire inclinée. 
il considère la polaire inclinée de cette première polaire , puis ainsi 



1889. 



^*î Journal de Mathématiques, t. XIV, 
i8A9,p. 947. 

^ /Wa. t. XV, i85o, p. Q91. 

^*^ Annaks icientijiques de l'École Nor- 
uude nfirieure/t II, i865, p. 69. 

^*^ NomfdkêAnnakêdeMatkémaiiquei, 
t XVn, i858, p. 6&, 99, i&o, i63, 
so9« 1&3, 307; el tXVni.f^ U^ 

i*)*JVMMflbi Ai 



.•--. • ^. 



^*^ Nouvelles Annales, t. XX, 1860, 
p. 31-4 1 et 395-s33. iM. Vannson cite 
un beau Mémoire de M. Gudermann, 
intitulé: Relations remarquables entre la 
loxodwmie et la chaînette spherique {Die 
loxodromische Lime , etc.) , inséré dans le 
Journal de Crelle, t. XI, i834, p. 39/i. 

^^ Nouvelles Annales de Mathématiques, 
III, 1869, p. 3 2*2-333, et t. XIX. 
*i8o. 
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les polaires successives. On doit à M. Dewulf la traduction du 
très-important Mémoire de M. Kummer sur la Théorie des rayons 
reclilifpies ^^K 

1860. M. Meray, professeur de TLIniversité, s'est proposé d'appliquer 
(ries principes exposés dans le Traité de Géométrie supérieure à la 
<r Théorie des surfaces du second ordre. ti II a consacré à ce travail un 
Mémoire divisé en huit paragraphes, dont les deux derniers traitent 
des focales et des surfaces homofocales (*^^ 

M. H. Durrande, professeur de l'Université, s'est occupé, dans 
plusieurs recherches, de la surface des ondes. 

1861. 11 démontre d'abord, dans une simple Note, que si Von coupe 
T ellipsoïde par une série de sphères concentriqueé ^ et que Ton prenne sur 
chaque sphère la conique supplémentaire de la courbe d'intersection y le 
lieu de toutes ces coniques est la surface des ondes^^K Mais, à son insu, 
ce beau résultat avait déjà été obtenu par M. Lamé dans ses Leçons 
sur la théorie mathématique de F élasticité des corps solides (iSBa). 

1863. Puis, dans un travail de quelque étendue, prenant pour défi- 
nition de la surface celle qui résulte de la construction môme de 
Fresnel, et voulant en donner l'équation, M. Durrande cherche 
d'abord l'équation qui détermine les axes d'une section diamétrale 
d'un ellipsoïde; et par un calcul facile il obtient celle de la surface 
des ondes. Il démontre aussi fort simplement les propriétés qui se 
rapportent aux points singuliers de cette surface '*l 

^'^ Aîlgetneine Théorie der gradlini- ^^^ Nouvelles Annales de Mathématiques , 

gen Strahlensy sterne, {Journal de Crelle, t. XX, 1861, p. /i56. 

t. LVII , 1 860, p. 1 89-a 3o. ) — Nouvelles ^*^ Nouvelles Annales de Mathématiques, 

Annales de Mathématiques, t. XIX, 1860, s' série, t. II, i863 : Recherches sur la 

p. 362-371; t. XX, p. 73-76,355-260, sur/ace des ondes, p. i93-ao4 et aôa- 

359*365; a* série, t. I, i86Q,p. 3i-Ai, a6i. Dans une thèse pour le docloral, 

8a-i09. M. Durrande a reproduit avec beaucoup 

'*^ Annali di Matematica, t. III, 1860, de clarté les résultats obtenus par divers 

p. 3 0-5 1 . géomètres sur cette surface des ondes. 
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Dans ia théorie des surfaces du second ordre, M. Durrande a 
trouvé ^^^ (jue les plans des sections diamétrales qui ont un ajce de gran^ 
deur constante sont parallèles aux plans tangents à la surface aux points 
dune ligne de courhure^^K Citons encore ce théorème : Le lieu des 
sections circulaires diamétrales d'une série d'ellipsoïdes homofocaux 
^'exprime en coordonnées elliptiques par F équation (x^ + 1^= e^, « étant 
Texcentricité commune aux sections des ellipsoïdes par le plan du 
grand et du petit axe ^^\ 



M. Desboves, professeur de l'Université, s'est occupé particuliè- 
rement de diverses questions concernant les normales aux coniques 
et aux surfaces du second ordre, dans deux opuscules qu'il présente 
comme Exercices de Géométrie analytique^*'. Relativement aux sur- 
faces, il démontre plusieurs théorèmes nouveaux et importants, 
parmi lesquels se distinguent les suivants : Si d'un point quelconque 
on mène les six normales à un ellipsoïde ^ les pâles des plans passant 



1861. 
186a. 



^') Nouvelles Annales de Mathématiques, 
9* s^rie, t. n, i863, p. 363-867. 

^ M. Lamarie démontrait aussi , dans 
le même temps, une proposition com- 
prenant deux théorèmes, dont un touche 
de près à celui-là. Voici Ténoncé qui ré- 
sume la double proposition intéressante 
de M. Lamarie , démontrée dans son Ex- 
posé géométrique du calcul différentiel et 
intégral ( 3* partie ; Paris , 1 863 , p. 535) : 
Une courbe S étant tracée sur une 
surface du second ordre, les plans diamé- 
traux parallèles aux plans tangents à la 
surface aux différents points de cette 
courbe enveloppent un cône qui coupe la 
surface suivant une courbe S' : 

1** Si S est une courbe géodésique de 
la surface. S' est une courbe géodésique du 
cône; 

9' Et si S est une ligne de courbure de la 
furfnce, S' est une ligne de courbure A 



Conséquemment, S' est une ligne sphé- 
rique dont les tangentes déterminent des 
plans diamétraux qui coupent la surface 
suivant des coniques ayant un axe de 
grandeiu* constante. 

^^^ Nouvelles Annales de Mathématiques, 
t. IV, i865, p. 127. M. Beltrami est par- 
venu à la même équation, et a reconnu 
que la surface est du quatrième ordre; 
qu elle a une droite comme ligne double 
et que tout plan mené par cette droite 
la coupe suivant un cercle. {Ibid, 
p. 93a.) 

^*^ Théorèmes et problèmes sur les nor- 
males aux coniques, Mallet- Bachelier, 
1861, in-8'. — Théorie nouvelle des nor- 
males aux surfaces du second ordre, 
Mallet-Bachelier, 1869, in-8'. — Nou- 
velles Annales de Mathématiques, 9* série, 
l. H, i863. p. 928-931. 



'l'i 
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par les pieds de ces normales, pris trais à trois, sont toujours sur une 
même surface dulqualrième ordre. — Lorsque le plan iune section de 
tellipsoide a son pâle sur cette surface du quatrième ordre^ toutes les 
normales atix points de la section s'appuient sur une même droite, trois 
à trois en un même point (de sorte que la droite est une ligne triple 
sur la surface lieu de toutes les normales). 

Deux savantes thèses du même auteur pour le doctorat (18/18), 
se rapportant exclusivement à la Mécanicpie et à rAstronomie , 
échappent ici à notre examen. 

1866. On sait^que le lieu des sommets des angles trièdres trirectangles 
circonscrits à une surface du second ordre est une sphère con- 
centrique dont le carré du rayon est égal à la somme des carrés 
des demi-axes de la surface. M. Picquet, jeune officier du génie, a 
communiqué à la Société philomathique , en décembre i865('), 
plusieurs propriétés nouvelles des surfaces du second ordre tan- 
gentes à huit ou à sept plans, propriétés relatives à ces sphères, 
qu'il appelle sphères orihogones. 

Pour un paraboloïde, la sphère devient un plan, qui est dit 
aussi plan orthogone. 

Voici deux des propositions principales démontrées par 
M. Picquet : 

Les sphères orthogones d!un système de surfaces du second ordre tan- 
gentes à huit plans ont toutes ^ deux à deux, He même plan radical, et 
conséquemment passent toutes par un même cefxle. 

Les sphères orthogones de toutes les surfaces tangentes à sept plans 
ont toutes, trois à trois, un même axe radical, et conséquemment passent 
toutes par deux points communs. 

Ces théorèmes sont susceptibles de diverses conséquences con- 
cernant particulièrement des paraboloïdes '^K 

^'^ V^oir Bulletin de la Société philoma- ^*^ M. Rich. Townsend est parvenu, de 

thiqùCf L II, p. 196-QOo. — Journal son côte , à des ihf^orèmes semblables , qu'il 
/7n*/fViir du Qo décembre i86f>. démontre par des considérations diffé- 
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Le xu* cahier du Journal de VÉcole Polytechnique renferme un 
excellent travail de M. Pigeon, jeune ingénieur des mines, inti- 
tulé : Recherches analytiques sur les polygones semi-réguliers. L'auteur 
appelle, avec M. Transon, polygones seminréguliers ceux qui ré- 
sultent de la projection de polygones réguliers inscrits dans le 
cercle. Il étend considérablement les propositions auxquelles ont 
déjà donné lieu ces polygones, soit en les généralisant sous certains 
rapports, soit en en démontrant de nouvelles. Dans quelques théo- 
rèmes concernant les distances d'un point du plan de la figure aux 
sommets ou aux côtés du polygone, M. Pigeon prend un point quel- 
conque de l'espace. Il généralise même quelques résultats déjà obte- 
nus. Ainsi nous citerons ce théorème : La somme des puissances an des 
distances ^unpoint A de l'espace aux sommets d'un polygone semi-régulier 
de m côtés est constante y quelle que soit r orientation du polygone ^ et leur 
moyenne est en outre indépendante du nombre des côtés du polygone; pro- 
position que l'on n'avait démontrée que dans le cas où le point de 
l'espace est pris sur l'axe du polygone perpendiculaire à son plan ^^\ 
M. Pigeon donne au théorème une nouvelle extension en considé- 
rant à la fois plusieurs points dans l'espace au lieu d'un seul. 

Il est à désirer. que ce travail, début heureux d'un jeune géo- 
mètre , lui donne confiance dans la culture de la science. 



865. 



rentes et fort simples. Il dénomme les 
sphères dont il s'agit sphères directrices. 
Son mémoire a pour titre : On a Properly 
ofthe Director Sphères ofa System o/Qua- 
dries Umehing a Common System qf Planes. 
(Voir The Quarterly Journal of pure and 
(fpUed Mathematics, t. VIII, n" 99, juin 
1866, p. 10-1 4.) Outre les systèmes de 
surfaces tangentes h huit plans et à sept 
plans, M. Townsend a considéré aussi le 
système des surfaces tangçntes à six plans , 
et démontré que les sphères directrices de 
ces surfaces ont toutes un centre radical 
commun, c'est-à-dire que, prises deux ù 



deux, leurs plans radicaux passent tous 
par un même point. 

M. Townsend tire de nombreux corol- 
laires des trois propositions principales, 
en supposant qu'un des plans donnés soit 
à rinfmi, auquel cas les surfaces sont des 
paraboloïdes ; ou bien que ces plans aient 
entre eux certaines relations de position 
particulières. Par exemple, lorsque trois 
plans passent par une même droite , toutes 
les surfaces sont nécessairement 
perboloïdes qui ont cette droite 
nératrice commun^ 

^'^ Comptes ret 
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1866. Un Mémoire de M. C. Souillart, professeur de TUniversilé, Sur 
les sections circulaires des surfaces du second ordre et les ombilics des 
surfaces quelconques ^^\ est exclusivement analytique. L'auteur y fait 
preuve d'une connaissance étendue des ressources qu'offrent les 
plus récentes formules de l'Analyse et particulièrement de la théorie 
des déterminants. Il démontre ainsi plusieurs résultats importants 
de MM. Hesse, Bertrand et Ossian Bonnet, concernant notamment 
les rayons de courbure des lignes de courbure des surfaces du 
second ordre. 

1866. M. Gohière de Longchamps, professeur de l'Université, a^com- 
plété , dans un Mémoire sur une nouvelle méthode de transformation en 
Géométfne^^\ la théorie des figures dans lesquelles à une courbe 
d'ordre m correspond une courbe d'ordre am douée de trois points 
multiples d'ordre m, situés en trois points fixes. Il a fait connaître 
la classe de celle-ci. Si la première, d'ordre m, est de la classe n, 
la seconde, d'ordre 2m, est de la classe (2m + n). La démons- 
tration de l'auteur est fort simple; elle résulte d'un théorème de 
la théorie des deux caractéristiques d'un système de coniques, sa- 
voir, que le nombre des coniques tangentes à une courbe d'ordre m 
et de la classe n est [nfi + mv). Que les coniques passent par les 
trois points principaux de la transformation et par un quatrième 
point, les caractéristiques du système seront 1 et 9, et le nombre 
des coniques tangentes à la courbe d'ordre m sera (n+ 2m). Or ces 
coniques produisent, dans la transformation, des droites tangentes 
à la courbe d'ordre 2m et passant par un même point : le nombre 
(n+ 2m) de ces droites exprime donc la classe de la courbe; ce qui 
démontre la proposition. 

1867. M. Maurice Levy, ingénieur des ponts et chaussées, a fait con- 

^'^ Journal de Crelle, l. LXV, 1866, rnale supérieure , I. 111, aniiëe 1866, 
]). 3qo-336. |). 3qi . 

^* Annales acienlifiqucK de V Ecole Nor- 
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« 

naître, daos une excellente Thèse de Géométrie pour le doctorat ^*^ 
quelques théorèmes nouveaux. Nous citerons ceux-ci : Pour qu'une 
famille de surfaces du second ordre fasse partie d'un système de surfaces 
orthogonales^ il faut et il suffit que le lieu de leurs ombilics soit une tron 
jectoire orthogonale de ces surfaces. — Pour qu une famille de surfaces 
du second ordre puisse faire partie d^un système de coordonnées curvi- 
lignes, il faut et il suffit que le lieu de leurs ombilics soit une trajectoire 
orthogonale des surfaces qui la composent, 

M. E. Habich s'est proposé l'étude d'une sorte de généralisation 1868. 
du système de coordonnées polaires ^^K La position du pôle d'où 
partent les rayons vecteurs n'est pas fixe, mais glisse sur une 
courbe (E); un seul rayon part de chaque point de celte courbe 
et est dirigé suivant la tangente OM. L'angle 6 que cette tangente 
fait avec un axe fixe X et le rayon OM = r sont les deux coor- 
données d'un point M; et la courbe (A), lieu des points M, a pour 
équation r=<p {&). Chaque point de la courbe (E) se détermine 
par l'arc SO = s, compté à partir d'un point fixe S de la courbe. 
Cet arc et l'angle de la tangente OM avec l'axe X sont pris pour 
coordonnées relatives à la courbe (E), dont l'équation est » = ^ (6). 
M. Habich donne, en fonction des coordonnées r, s et 0, les ex- 
pressions de la sous-normale polaire ON de la courbe (A), de la 
tangente trigonométrique de l'angle fx que la tangente à la courbe 
fait avec le rayon OM, et du rayon de courbure de la courbe. Ses 
formules deviennent celles du système de coordonnées polaires, 

quand la courbe (E) se réduit à un point, auquel cas^= o. 

Une communication de M. Ribaucour à TAcadémie, Sur une pro- 1868. 

<*) Sur une transformation des coordon- ^*^ Sur un système particulier de écor- 
nées eurviUgnes orthogonales, et sur les données. Application aux caustiques planes, 
coordonnées curvilignes comprenant une (Voir AnnaU di Matemiaiica de MM. 
famUle quelconque de surfaces du second t^ 11, 1868, p. i3à- 
ordre, 1867. 
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priM iê$ 9wrface$ enveloppes de ephèree ^^\ renferme ce théorème 
important : Si chaque point a iime ewrfaee A, ikerminé par deux 
coordonna cwviUgnes p, pi, eêt prie pour le centre iune ephère dont 
le rayon R $oit une Jonction de p et pi, toiUee h$ ephèree. awront une 
enveloppe formée de deux nappes B, B', fue ta sphère du point a tou- 
chera en deux points b, b'; toutes hs droites b, b' sont tangentes à 
deux surfaces G, G', chacune en deux points c, c^ et ks normales à 
ces surfaces^ en ces deux points^ sont paraUiks à deux dkunkres oot^u- 
gués de tindicatrice de la surface A au point a. 

Ge théorème donne lieu à plusieurs conséquences. Uauteur 
annonce que ses résultats 's'établissent avec une grande facUité par 
la considération des surfaces gauches lieux de normales à une sur- 
face, dont M. Mannheim a signalé l'importance dans le déplacement 
d'une figure de forme invariable, et quil a appelées normalies. 



(0 



Comptai rendue, t LXVII, 1868, p. i336. 



RÉFLEXIONS. 

11 ressort des travaux multiples que nous avons eu à citer que 
la Géométrie et ses méthodes sont destinées à prendre une grande 
part dans la culture des Mathématiques en général, comme dans 
toutes leurs applications à la Physique et à la Mécanique. 

On reconnaît aussi que les ressources de cette partie de la 
science dérivent de trois manières de procéder, qui constituent 
trois branches différentes : d'abord la Géométrie atialytique^ créée par 
Descartes, cultivée exclusivement depuis lors, et accrue de divers 
autres systèmes de coordonnées et de tous les progrès de l'Ana- 
lyse; puis la Géométrie pure, qui se subdivise en deux branches 
ft>iiclamen taies, distinctes par les méthodes, dont une repose sur 
i emploi de considérations inlinitésimales, sans calcul, c'est-à-dire 
*^iis se servir des coordonnées analytiques; et dont l'autre est la 
^^^ométrie nwdemey où tout dérive de quelques principes féconds 
^Xii se prêtent avec facilité à la recherche et au développement des 
^^nséquences que comportent les résultats acquis. 

La Géométrie analytique^ avec toutes les ressources qu'elle tire 
^es calculs différentiel et intégral, est la base du grand ouvrage de 
^Vlonge, dont les éléments seuls , qui n'en sont que l'introduction , ont 
tl'ouvé place, jusqu'ici, dans les traités destinés à l'enseignement. 

La Géométrie infinitésimale intervient, surtout depuis une trentaine 
d'années, dans les recherches des géomètres, quoiqu'ils soient pri- 
vés du secours d'un enseignement, c'est-à-dire d'une chaire qui 
serait si utile à ses progrès. 

La Géométrie m4)deme, enfiiy pas datent de ce 

siècle , et dont l'avenir p^t^^HH l^s géomètres , 

exclusivement occaplHJJj^^l trouvé néan- 

moins dans les efli en France 
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et à l'étranger, des ressources dont la puissance s'est accrue avec 
une continuité qui assure désormais sa marche ascendante. 

C'est en vue de cette partie de la science qu'a été fondée, en 
i846, à la Faculté des sciences de Paris, une chaire de Géométrie 
supérieure. L'exposé des différentes matières qui ont constitué cet 
enseignement nouveau était un devoir prescrit à l'auteur du présent 
Rapport; il en a fait connaître les parties principales déjà publiées. 

Ces matières sont nombreuses, et l'on concevra qu'elles aient 
exigé l'enseignement de plusieurs années, sans qu'il ait été possible 
d'en reproduire plusieurs fois certaines parties, comme le montrent 
les programmes annuels de la Faculté. 11 y a donc eu très-ample 
matière à un enseignement prolongé. Cependant, nous devons le 
dire, cet enseignement ne s'est point encore étendu sur des sujets 
qu'il pouvait embrasser, même sans y comprendre diverses théories 
qui sont plus particulièrement du domaine do la Géométrie infinité- 
simale, et qui demandent, à ce titre, un enseignement spécial. 

Il manque donc, dans nos établissements d'enseignement supé- 
rieur, une chaire destinée à cette branche des théories mathéma- 
tiques, d'autant plus qu'elle tend à prendre un accroissement qui 
honore les géomètres de notre temps, et qu'il faut seconder. 

Cette chaire serait très-utile, non-seulement en vue des ques- 
tions spéciales de Géométrie infinitésimale, mais encore à deux 
titres différents, car on y réunirait les parties les plus élevées de 
Y Analyse appliquée ^ dont les éléments seuls, comme nous l'avons 
dit, se trouvent dans l'enseignement actuel, et certaines théories 
mixtes touchant à la Géométrie moderne proprement dite, qui y 
auraient aussi leur place naturelle. 

Et d'ailleurs plusieurs chaires, et deux au moins, sont toujours 
nécessaires dans une nuMnc direclion dVHude, à un double point 
de vue : pour rémulalion qu'elles foiit naître naturellement et pour 
la perspective d'avenir (ju'elles offrent aux jeunes géomètres, pers- 
pective qui peut n'être que très-lointaine, ou même disparaître, 
avec une chaire unique. 
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Ces raisons puissantes , qu'aucune considération ne saurait affai- 
blir, nous portent à appeler la plus sérieuse sollicitude de M. le 
Ministre de l'instruction publique sur les besoins réels de l'ensei- 
gnement complet de la Géométrie, cette partie si considérable des 
Mathématiques. 

Mais d'autres raisons non moins importantes nous font encore 
un devoir de signaler un autre besoin (oserai-je dire une autre exi- 
gence?) de l'enseignement des hautes Mathématiques. 

En effet, il est une branche spéciale des théories analytiques d'où 
la Géométrie peut tirer des ressources précieuses, et sans les- 
quelles, dans l'état actuel de ses propres moyens, elle ose à peine 
aborder certaines questions. Ce sont principalement les travaux de 
plusieurs géomètres étrangers qui offrent, dans ce moment, les 
ressources dont nous voulons parler. 

Elles se trouvent, d'une part, dans cette partie de l'Algèbre 
qui embrasse les fonctions transcendantes y née, comme on le sait, 
à la suite de la théorie des fonctions elliptiques de Legendre ^^\ 
et formée principalement des travaux d'Abel, de Jacobi, Gôpel, 
Rosenhain , etc.; d'autre part, dans les recherches plus récentes rela- 
tives aux quantités connues maintenant sous les noms d'invariants, 
de covariantSy etc., qui doivent tant aux travaux de MM. Cayley, 
Sylvester, Aronhold, etc. Ces deux branches considérables des 
Mathématiques, qui s'offrent au secours de la Géométrie, particu- 
lièrement dans l'étude des lignes et des surfaces courbes, peuvent 
contribuer non-seulement à ses acquisitions partielles, mais au dé- 



^'^ Les lettres de Legendre au jeune 
géomètre de Christiania, rapportées par 
M. B. Holmboe (Œuvres d'Abel, iSBg), 
et lerapresseraent avec lequel Tillustre au- 
teur de la Théorie des fondions elliptiques 
a reproduit, dans une Addition à son 
grand ouvrage, les premières découvertes 
de ses deux jeunes disciples, Jacobi et 
Abel, prouvent que Von a pu .dire alors 



de Tauteur (nous aimons à le répéter avec 
réminent interprète de l'Académie des 
sciences), que «ries fonctions elliptiques 
rrne feraient pas moins d'honneur à la 
crnoblesse de ses sentiments qu'à la pro- 
rr fondeur de son génie.» {Éloge historique 
de A, M, Legendre, par M. Élie de Beau- 
mont, lu à la séance publique annuelle de 
TAcadémie du a5 mars 1861, p. /t6.) 
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veloppement aussi de ses propres méthodes. Or ces deux branches 
de la science, si prospères en Allemagne, comme en Angleterre, et 
qui trouvent depuis quelques années en Italie des disciples si dis- 
tingués, dont le ribmbre tend à s accroître, ne sont enseignées dans 
aucune de nos Écoles. Il y a donc urgence de les y introduire, 
par la création de nouvelles chaires, d'une première au moins, af- 
fectée à YAnaly$e transcendante, suivant l'expression technique d'une 
partie des matières qui y entreraient. 

C'est là, assurément, un besoin très-réel de notre enseignement 
supérieur, qui, bien qu'il concerne principalement l'Analyse, n'im- 
porte pas moins à la Géométrie; ce qui nous fait un devoir de le 
constater ici et de le signder à M. le Ministre. 

Les deux branches de l'Analyse dont il s'agit font, chez les na- 
tions voisines, des progrès considérables, dont il serait sans excuse 
de ne pas se préoccuper dans notre propre pays. 

En résumé donc, il est nécessaire et Irèa-urgent d'ajouter à 
notre enseignement supérieur deux chaires nouvelles, consacrées, 
l'une à la Géométrie itijmtésimale et analytique, l'autre à Y Analyse 
transcendante et à ses applications à la Géométrie. 

A ces considérations se rattache naturellement une réflexion 
qui intéresse au plus haut degré l'avenir de nos études mathéma- 
tiques. 

On voit par ce qui précède que les Mathématiques prennent, à 
l'étranger, des développements considérables. La variété et l'éléva- 
tion des matières qui s'y traitent dans de nombreux recueils pério- 
diques, depuis plusieurs années, le prouvent incontestablement. 
Mais un simple fait suffirait pour montrer aux yeux de tous combien 
nous devons craindre de nous laisser arriérer dans cette partie des 
sciences. 

Nous possédons dans notre Société philmiiathique une section des 
Mathématiques, d'un nombre de membres limité, dont les com- 
munications ne paraissent que de loin en loin avec d'autres mi 
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tières dans un bulletin trimestriel fort restreint; or il s^est formé 
à Londres, en i865, une Société mathématique dune centaine de 
membres , et le nombre s'en accroît encore ; société dont les Pro^ 
ceedingSy à l'instar de la Société royale de Londres et des autres 
académies de l'Angleterre, font connaître les travaux par des ana- 
lyses plus ou moins étendues. 

Ce fait, auquel nous applaudissons, n'est-il pas, dans la culture 
des Mathématiques, un élément de supériorité future qui doit nous 
préoccuper ? 

Il nous préoccupe d'autant plus que l'état de nos études classiques 
des Mathématiques a éprouvé, depuis une vingtaine d'années, un 
affaiblissement que l'on ne peut se dissimuler et dont nous devons 
dire ici nettement les causes. 

Ces causes se trouvent dans la malheureuse pensée, si essentiel- 
lement contraire à l'esprit et au but des Mathématiques, qui a fait 
substituer aux éludes intellectuelles et théoriques sérieuses des 
études tronquées, formées de lambeaux de théories ayant pour 
objet suprême et immédiat des applications pratiques. 

Cette pensée, destructive de la science et de ses progrès, a pré- 
sidé aux nouveaux programmes qui, en i85o, ont causé l'affaiblis- 
sement subit des cours de l'Ecole Polytechnique, et na point été 
étrangère à l'altération grave qu'ont éprouvée aussi nos étudjes 
universitaires, et qui est caractérisée suffisamment par l'idée fatale 
de bifurcation. 

Ce sont les conséquences de cet oubli des nécessités d'une ins- 
truction intellectuelle solide et non troublée par l'association anti- 
cipée de matières d'un autre ordre, que nous subissons; consé- 
quences que l'on ne saurait nier, mais que l'on ne se hâte pas de 
réparer. 

Ce n'est point ici notre seul jugement qui nous inspire ces ré- 
flexions et nous fait un devoir de les émettre dans un Rapport des- 
tiné non-seulement à retracer les progrès de la science , mais aussi 
à en signaler les côtés faibles et les besoins. Nous nous inspirons 
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surtout de lautorité d'un esprit droit et impartial, que ses travaux 
personnels d'étude et de recherches importantes dans les parties les 
plus élevées des différentes branches des Mathématiques rendent 
un des juges les plus compétents dans une aussi grave question. Je 
me permettrai donc de reproduire ici les propres paroles de M. Ber- 
trand, qui se lisent dans un article exclusivement mathématique 
du Journal des Savants (octobre 1867) : 

ce Les études mathématiques en France ont subi, il y a une 
(f quinzaine d'années, une crise fort grave en apparence, dont les 
(T amis de la science se préoccupèrent vivement. Le principe d'auto- 
ur rite, depuis plusieurs siècles exclu de nos écoles, y Gt tout à coup 
crune brusque et hautaine apparition, et le vieil adage : Quand on 
(fsait le texte on sait la science y sembla proposé pour règle aux maîtres 
(T aussi bien qu'aux élèves. De volumineux programmes, détaillant 
ec leçon par leçon les matières de l'enseignement, furent imposés, 
(rd'un bout de la France à l'autre, dans tous les établissements 
(T d'instruction publique, dont les élèves devaient tous, le même 
cf jour, à la même heure, étudier le même théorème, s'exercer aux 
<r mêmes calculs, ou dessiner la même épure. On décida ce que les 
Cf élèves devaient savoir complètement, les idées qu'ils s'abstien- 
(rdraient d'approfondir, et les difficultés devant lesquelles ils de- 
(Tvaient s'incliner sans en demander Texplication à leurs maîtres. 

ffLes sciences devaient être étudiées pour leur utilité pratique, 
cr et c'était une dangereuse erreur d'y voir surtout une gymnastique 
cr intellectuelle et un moyen de fortifier l'esprit et d'en accroître la 
(f subtilité; les élégantes questions du concours général des lycées 
cfde Paris furent remplacées plusieurs fois par des calculs numé- 
(rriques, et les grands prix, auxquels on conservait le nom de prix 
(T d'honneur, accordés à ceux qui obtenaient les chiffres les plus 
(T exacts. 

crUn tel régime, malgré l'incontestable capacité de ceux qui 
(Ts'en firent les promoteurs, semblait devoir affaiblir rapidement 
cren France l'esprit scientifique, en faisant disparaître, dès le dé- 
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crbut, l'habitude de l'effort individuel et le goAt des recherches per- 
cr soTinelles; et si les théories transcendantes appartenant à une autre 
«sphère pouvaient, malgré tout, se développer et s'accroître, on 
ff devait désespérer, pour longtemps, de l'étude plus humble en 
(T apparence, mais non moins utile ni moins vaste, des théories 
cr réputées élémentaires qui couronnent notre enseignement clas- 
ff sique '''. d 



^' Sur Vétude des surfaces algébriques, {Journal des Savants, octobre 1867, p. 6&&.) 
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